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结式定义

设R = F[x1, · · · , xk]是域F上k元多项式环, 假设零元多项式环就是F. 设
f(x) = amxm + · · ·+ a0, g(x) = bnx

n + · · ·+ b0是R上多项式，它们的结
式(Sylvester Resultant)为：

Res(f, g) = det(S) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 b0

a1 a0 b1
. . .

... a1
. . .

...
. . . b0

am
. . . a0

... b1

am a1 bn
...

. . .
...

. . .
...

am bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(m+n)×(m+n).

同时称此行列式对应的矩阵S = S(f, g)为f(x)和 g(x)的 Sylvester方阵.
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结式性质
基本性质

定理 (根表达式)

设u1, . . . , um和v1, . . . , vn分别是f和g在包含R的某个域中的根，即

f(x) = am

m∏
i=1

(x− ui), g(x) = bn

n∏
j=1

(x− vj).

则：
Res(f, g) = anmbmn ·

∏
1≤i≤m
1≤j≤n

(vj − ui)

推论&应用

f(x) 与 g(x) 有公共零点当且仅当 Res(f, g) = 0
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定理证明1

证法1

令 W = V (v1, · · · , vn, u1, · · · , um). 则

WS =



f(v1) v1f(v1) · · · vn−1
1 f(v1)

f(v2) v2f(v2) · · · vn−1
2 f(v2)

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

f(vn) vnf(vn) · · · vn−1
n f(vn)

g(u1) u1g(u1) · · · um−1
1 g(u1)

g(u2) u2g(u2) · · · um−1
2 g(u2)

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

g(um) umg(um) · · · um−1
m g(um)



.
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证法1: 继续

取行列式有

detW ·detS = f(v1) · · · f(vn)g(u1) · · · g(um)
∏

1⩽j<l⩽n

(vl−vj)
∏

1⩽i<k⩽m

(uk−ui),

由范德蒙行列式的公式有

detW =
∏

1⩽j<l⩽n

(vl − vj)
∏

1⩽i<k⩽m

(uk − ui)
∏

1⩽i⩽m
1⩽j⩽n

(ui − vj).

再带入

f(v1) · · · f(vn)g(u1) · · · g(um) = anmbmn
∏

1⩽i⩽m
1⩽j⩽n

(vj − ui)
∏

1⩽i⩽m
1⩽j⩽n

(ui − vj).
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证法2

设 f(x) = (x− u1) · · · (x− um) = amxm + · · ·+ a0, g(x) = x− b, 则

Res(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 −b 0 · · · 0
a1 1 −b · · · 0

a2 0 1
. . . 0

...
...

. . .
. . . −b

am 0 · · · · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f(b) 0 0 · · · 0
a1 1 −b · · · 0

a2 0 1
. . . 0

...
...

. . .
. . . −b

am 0 · · · · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=f(b) =

m∏
i=1

(b− ui).

故只需归纳证明

Res(f(x), (x− b)g(x)) = f(b) · Res(f(x), g(x)).
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证法2: 继续

记 f(x) 和 (x− b)g(x) 的Sylvester方阵为 A, 则考虑乘积XY AZ, 其中

X =



1 b

. . .
. . .

. . . b
1

 , Y =



1 b b2 · · · bm+n

1 0 · · · 0

. . .
. . . 0

. . .
.
.
.

1


, Z =



1 −b

. . .
. . .

. . . −b

1 0

Im


.

由于

X
(
(Y A)Z

)
=

(
f(b) 0
∗ S(f, g)

)
,

立即有

Res(f(x), (x− b)g(x)) = detA = det(XY AZ) = f(b)Res(f(x), g(x)).
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结式的唯一性
推论2.5.7

唯一性

结式是满足以下性质的唯一函数：

1 若 m = 0，Res(f, g) = an0；若 n = 0，Res(f, g) = bm0

2 Res(x− a1, x− b1) = b1 − a1

3 Res(g, f) = (−1)mnRes(f, g)

4 Res(fg, h) = Res(f, h)Res(g, h)
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几何应用：Bezout定理

命题 2.5.9.

设 f(x), g(x) ∈ R[x]分别是m和n次的多项式. 则存在次数< n的多项
式P (x)和次数< m的多项式 Q(x), 使得

f(x)P (x) + g(x)Q(x) = Res(f, g).

并且总可假设 P (x)和Q(x)的系数是f(x)和g(x)系数的整系数多项式.

定理 (Bezout)

设 f(x, y), g(x, y) ∈ C[x, y] 是不可约多项式且 g ̸= cf (c ∈ C)。则曲线
f(x, y) = 0 与 g(x, y) = 0 只有有限个交点。
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Bezout定理证明

将f与g均当作C[x][y]中元素, 考虑关于y的结式 Resy(f, g) ∈ C[x]. 由上
述命题, 存在多项式 P (x, y)和Q(x, y)使得

f(x, y)P (x, y) + g(x, y)Q(x, y) = Resy(f, g).

由于f, g均不可约, 且g ̸= cf , 故 Resy(f, g) ∈ C[x]不是零多项式. 否则,

考虑f(x, y), g(x, y)在C(x)[y]中最大公因式
h(x, y)

α(x)
, 由于任意x均有公共

根, 从而h(x, y) ∈ C[x, y] \C[x]. 对任意h(x, y)含y的不可约因式p(x, y)都
是f(x, y)与g(x, y)的公因式, 由于f(x, y), g(x, y)均不可约, 从而

p(x, y) = c1g(x, y) = c2f(x, y),

矛盾. 从而Resy(f, g)只有有限个零点, 立即有f(x, y) = 0与g(x, y) = 0交
点的x只有有限可能. 类似地, y也只有有限可能.
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