
第四次习题课讲义

涂嘉乐

2025 年 11 月 16 日

1 作业选讲

习题 1 (P204,T12) 设 A : Fn×n → F 是线性映射，而且对任意 A,B ∈ Fn×n,A (AB) = A (BA)，证

明 A = λtr，其中 λ ∈ F

证明 思路：我们先分析 A 在 Fn×n 的基 {Eij}ni,j=1 下的像，其中 Eij 表示只有第 ij 元为 1，其余元素

均为 0 的矩阵

Lemma：EijEkl = Eilδjk

Proof of Lemma：因为 EijEkl 的第 ab 元表示 Eij 的第 a 行和 Ekl 的第 b 列的内积，因此只有第 il

元可能非零，且非零时，做内积的行向量和列向量中，1 的位置应该相同，即 j = k，所以 EijEkl = Eilδjk

回到本题，因为A (EijEkl) = A (Eilδjk) = δjkA (Eil)

A (EklEij) = A (Ekjδli) = δliA (Ekj)
=⇒ δjkA (Eil) = δliA (Ekj)

令 k = j，则 A (Eil) = δliA (Ekj)，若 l 6= i，则 A (Eli) = 0, ∀1 ≤ i 6= l ≤ n

另一方面，取 i = l = i1, j = k = i2，则

A (Ei1i1) = A (Ei2i2), ∀1 ≤ i1 6= i2 ≤ n

即 ∃λ ∈ F, s.t. A (Eii) = λ, ∀1 ≤ i ≤ n，因此对 ∀A =
(
aij

)
=

n∑
i,j=1

aijEij，我们有

A (A) =
n∑

i,j=1

aijA (Eij) =
n∑

k=1

akkA (Ekk) = λ
n∑

k=1

akk = λtr(A)

所以 A = λtr □

习题 2 (P211,T4) 设 U, V 分别是数域 F 上的 m,n 维线性空间，取定 α ∈ U，所有满足 A (α) = 0

的线性映射 A : U → V 的集合记为 K，证明：K 在线性映射的加法、纯量与线性映射的乘法下成为

数域 F 上的线性空间，并求 dimK

证明 对 ∀A ,B ∈ K ⊆ L (U, V )，对 ∀λ, µ ∈ F，有

(λA + µB)(α) = λA (α) + µB(α) = 0

所以 λA + µB ∈ K，因此 K 是 L (U, V ) 的子空间，故 K 是 F 上的线性空间，下求 dimK
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若 α = 0，则 ∀A ∈ L(U, V ),A (α) = A (0) = 0，故 K = L(U, V ), dimK = dim(L(U, V )) = mn

若 α 6= 0，我们可以将 α
def
= α1 扩充为 U 的一组基 {α1, · · · , αm}，再取 V 的一组基 β1, · · · , βn，考虑

Aij : U −→ V

αk 7−→ δikβj =

βj , k = i

0, k 6= i

容易验证 Aij ∈ L(U, V )，下面我们证明 {Aij}1≤i≤m
1≤j≤n

为 L (U, V ) 的一组基，由于 L (U, V ) = mn，因此

我们只需证明它们线性无关，假设
m∑
i=1

n∑
j=1

λijAij = 0

则对 ∀1 ≤ k ≤ m 有
m∑
i=1

n∑
j=1

λijAij(αk) =
m∑
i=1

n∑
j=1

λijδikβj =
n∑

j=1

λkjβj = 0

由 {β1, · · · , βn} 线性无关知，λk1 = · · · = λkn = 0，遍历 1 ≤ k ≤ m 知 λij = 0, ∀i, j，所以它们线性无关，
故为 L (U, V ) 的一组基

注意到 Aij(α1) = 0, ∀2 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n，所以 Span{Aij}2≤i≤m
1≤j≤n

⊆ K，另一方面假设 A ∈ K，我

们设 A =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijAij，所以

0 = A (α1) =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijAij(α1) =
n∑

j=1

a1jβj

由 {β1, · · · , βn} 线性无关知，a1j = 0, ∀1 ≤ j ≤ n，因此 A =
m∑
i=2

n∑
j=1

aijAij ∈ Span{Aij}2≤i≤m
1≤j≤n

，即

K ⊆ Span{Aij}2≤i≤m
1≤j≤n

，故

K = Span{Aij}2≤i≤m
1≤j≤n

=⇒ dimK = (m− 1)n

□

2 补充习题

习题 3 设 n阶矩阵 A的全体特征值为 λ1, · · · , λn，求证：A∗ 的全体特征值为
∏
i ̸=1

λi,
∏
i ̸=2

λi, · · · ,
∏
i ̸=n

λn

证明 由于任意 n 阶矩阵均复相似于上三角阵，我们可设

A = P


λ1 ∗ ∗

0
. . . ∗

0 0 λn

P−1 def
= PΛP−1

则

P−1A∗P = P−1[(P−1)∗Λ∗P ∗]P = [det(P−1)In]Λ
∗[det(P )In] = Λ∗
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由于上三角阵的伴随仍为上三角阵，且对角元 (Λ∗)ii 为 Λ 的第 ii 个代数余子式，即为
∏
j ̸=i

λj，所以

P−1A∗P =


∏
i ̸=1

λi ∗ ∗

0
. . . ∗

0 0
∏
i ̸=n

λi


因此

det(λIn −A∗) = det[P−1(λIn −A∗)P ] =
n∏

i=1

(λ−
∏
j ̸=i

λj)

所以 A∗ 的全体特征值为
∏
i ̸=1

λi,
∏
i ̸=2

λi, · · · ,
∏
i ̸=n

λn □

习题 4 设 U,W 是 n 维线性空间 V 的子空间，且 dimU + dimW = dimV，求证：存在 V 上的线

性变换 φ，使得 Kerφ = U, Imφ = W

证明 取 U 的一组基 e1, · · · , em（这里我们设 dimU = m），并将其扩充为 V 的一组基 {e1, · · · , em, em+1, · · · , en}，
再取 W 的一组基 fm+1, · · · , fn（题目条件 dimW = dimV − dimU），定义

φ : V −→ V

ei 7−→ 0, 1 ≤ i ≤ m

ej 7−→ fj , m+ 1 ≤ j ≤ n

大家可以自行验证一下 Kerφ = U, Imφ = W □

习题 5 设 A,B ∈ Fm×n，求证：方程组 Ax = 0, Bx = 0 同解 ⇐⇒ 存在可逆矩阵 P，使得 B = PA

证明 (⇐=) : 若 B = PA，则

Bx = 0 ⇐⇒ PAx = 0 ⇐⇒ Ax = 0

(=⇒) : 我们用线性空间的语言重新描述一下本题：设

A : Fn −→ Fm

x 7−→ Ax

B : Fn −→ Fm

x 7−→ Bx

则 KerA = KerB，我们只需找到一个 Fn 上的一个可逆线性变换 φ : Fm → Fm，使得 B = φ ◦ A，设

rank(A) = rank(B) = r，则 dim Ker(A ) = dim Ker(B) = n − r，我们取 Ker(A ) = Ker(B) 的一组基

{er+1, · · · , en}，并将它们扩充为 Fn 上的一组基 {e1, · · · , er, er+1, · · · , en}
Claim：Claim：Claim：{A (e1), · · · ,A (er)} 是 Im(A ) 的一组基

Proof Of Claim : 因为 dim(Im(A )) = rank(A) = r，所以我们只需证明它们线性无关，设

λ1A (e1) + · · ·+ λrA (er) = 0 =⇒ A (λ1e1 + · · ·+ λrer) = 0

即 λ1e1 + · · ·+ λrer ∈ Ker(A )，可设 λ1e1 + · · ·+ λrer = λr+1er+1 + · · ·+ λnen，再由 {e1, · · · , en} 的线
性无关性知 λi = 0, ∀i

因此我们可以将 {A (e1), · · · ,A (er)} 扩张为 Fm 的一组基 {A (e1), · · · ,A (er), fr+1, · · · , fm}；对
B 我们做与 A 平行的操作：{B(e1), · · · ,B(er)} 是 Im(B) 的一组基，我们将它扩张为 Fm 的一组基
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{B(e1), · · · ,B(er), gr+1, · · · , gm}，接下来我们定义 Fm 上的线性变换

φ : Fm −→ Fm

A (ei) 7−→ B(ei), 1 ≤ i ≤ r

fi 7−→ gi, r + 1 ≤ i ≤ m

由于 φ 将 Fm 的一组基映为另一组基，所以 φ 是线性同构，且 B = φ ◦A（我们只需验证两边作用在 Fn

的基 {e1, · · · , en} 上效果相同即可），取 P 为 φ 在标准正交基下的矩阵，则 B = PA □

评价 运用线性空间进行解题的常用技巧：设 Ker(A ) 的一组基为 {er+1, · · · , en}，将它扩充为 Fn 上的一

组基 {e1, · · · , en}，则我们有 {A (e1), · · · ,A (er)} 是 Im(A ) 的一组基

习题 6 设 A ∈ Cn×n, f(x), g(x) ∈ C[x]，且 gcd(f, g) = 1，证明

rankf(A) + rank(g(A)) = n+ rankf(A)g(A)

证明 解法 1（打洞）：由 Bezout 定理知，∃u(x), v(x) ∈ C[x], s.t. fu+ gv = 1，进而

f(A)u(A) + g(A)v(A) = In

所以(
f(A) 0

0 g(A)

)
r1→r1+r2−→

(
f(A) g(A)v(A)

0 g(A)

)
c2→c1+c2−→

(
f(A) f(A)u(A) + g(A)v(A)

0 g(A)

)
=

(
f(A) In

0 g(A)

)
(
f(A) In

0 g(A)

)
c2↔c1−→

(
In f(A)

g(A) 0

)
r2→r2−g(A)r1−→

(
In f(A)

0 −f(A)g(A)

)
c2→−c1f(A)−→

(
In 0

0 −f(A)g(A)

)
所以 rankf(A) + rankg(A) = n+ rank(−f(A)g(A)) = n+ rankf(A)g(A)

解法 2：设 {e1, · · · , en} 是 Fn 的一组基，定义线性变换

A (e1, · · · , en) = (e1, · · · , en)A

则我们有 f(A )(e1, · · · , en) = (e1, · · · , en)f(A)

g(A )(e1, · · · , en) = (e1, · · · , en)g(A)

所以 rankf(A) = dim Im(f(A )), rankf(B) = dim Im(f(B))，由于 f(A )u(A ) + g(A )v(A ) = Id，所以
∀α ∈ Fn

α = Id(α) = f(A )(u(A )(α)) + g(A )(v(A )(α)) ∈ Im(f(A )) + Im(g(A ))

所以 Fn = Im(f(A )) + Im(g(A ))，由维数公式

n = dim(Fn) = dim(Im(f(A )) + Im(g(A )))

= dim(Imf(A )) + dim(Img(A ))− dim(Im(f(A )) ∩ Im(g(A )))

= rankf(A) + rankg(A)− dim(Im(f(A )) ∩ Im(g(A )))

下面证明 dim(Im(f(A )) ∩ Im(g(A ))) = rankf(A)g(A)
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Claim：Claim：Claim：Im(f(A )) ∩ Im(g(A )) = Im(f(A )g(A ))

Proof Of Claim : 一方面(f(A )g(A ))(α) = f(A )(g(A )(α)) ∈ Im(f(A )) =⇒ Im(f(A )g(A )) ⊆ Im(f(A ))

(f(A )g(A ))(α) = (g(A )f(A ))(α) = g(A )(f(A )(α)) ∈ Im(g(A )) =⇒ Im(f(A )g(A )) ⊆ Im(g(A ))

所以 Im(f(A )g(A )) ⊆ Im(f(A )) ∩ Im(g(A ))

另一方面，若 α ∈ Im(f(A )) ∩ Im(g(A ))，则 ∃β, γ ∈ Fn, s.t. α = f(A )(α) = g(A )(γ)，所以

α = Id(α) = f(A )u(A )(α) + g(A )v(A )(α)

= f(A )u(A )g(A )(γ) + g(A )v(A )f(A )(β)

= f(A )g(A )[u(A )(γ) + v(A )(β)] ∈ Im(f(A )g(A ))

即 Im(f(A )) ∩ Im(g(A )) ⊆ Im(f(A )g(A ))，故二者相等

两边同时取维数即得 dim(Im(f(A )) ∩ Im(g(A ))) = dim(Im(f(A )g(A ))) = rankf(A )g(A ) □

习题 7 设 A,B ∈ Fm×n，证明：rank(A+B) = rank(A)+ rank(B) ⇐⇒ ∃P ∈ Fm×m 可逆，Q ∈ Fn×n

可逆，使得

PAQ =

(
Ir 0

0 0

)
, PBQ =

(
0 0

0 Is

)
其中 rank(A) = r, rank(B) = s，且 r + s ≤ min{m,n}

证明 (⇐=) : 由条件有

P (A+B)Q =


Ir 0 0

0 0 0

0 0 Is


进而 rank(A+B) = r + s = rank(A) + rank(B)

(=⇒) : 设 {e1, · · · , en} 是 Fn 的一组基，{f1, · · · , fm} 是 Fm 的一组基，定义线性映射

A (e1, · · · , en) = (f1, · · · , fm)A, B(e1, · · · , en) = (f1, · · · , fm)B

Claim1：Claim1：Claim1：rank(A+B) = rank(A) + rank(B) ⇐⇒ Im(A + B) = Im(A )⊕ Im(B)

Proof Of Claim (⇐) : 若 Im(A + B) = Im(A )⊕ Im(B)，则

rank(A+B) = dim(Im(A +B)) = dim(Im(A )⊕Im(B)) = dim(Im(A ))+dim(Im(B)) = rank(A)+rank(B)

(⇒) : 因为 Im(A + B) ⊆ Im(A ) + Im(B)，所以

rank(A+B) = dim(Im(A +B)) ≤ dim(Im(A )+Im(B)) ≤ dim(Im(A ))+dim(Im(B)) = rank(A)+rank(B)

由 rank(A + B) = rank(A) + rank(B) 知，上面全为等号，所以 dim(Im(A + B)) = dim(Im(A )) +

dim(Im(B))，由维数定理知 Im(A ) + Im(B) 为直和

Claim2：Claim2：Claim2：Im(A + B) = Im(A )⊕ Im(B) ⇐⇒

Ker(A ) ∩ Ker(B) = Ker(A + B)

Ker(A ) + Ker(B) = Fn
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Proof Of Claim (⇒) : 若 Im(A + B) = Im(A )⊕ Im(B)，则

dim(Ker(A + B)) = n− dim(Im(A + B)) = n− dim(Im(A )⊕ Im(B))

= n− dim(Im(A ))− dim(Im(B)) = n− (n− Ker(A ))− (n− Ker(B))

= dim(Ker(A )) + dim(Ker(B))− n

= dim(Ker(A ) + Ker(B))− dim(Ker(A ) ∩ Ker(B))− n

≤ dim(Ker(A ) ∩ Ker(B))

第四行到第五行我们将 dim(Ker(A )+Ker(B))−n放为零，此外我们有 Ker(A )∩Ker(B) ⊆ Ker(A +

B)，所以 dim(Ker(A ) ∩ Ker(B)) ≤ dim(Ker(A + B))，所以 Ker(A ) ∩ Ker(B) = Ker(A + B)，且上

面第四行到第五行的放缩为等号，即 dim(Ker(A ) + Ker(B)) = n，即 Ker(A ) + Ker(B) = Fn

(⇐) : 将上面的过程倒过来即可

由断言我们知

rank(A+B) = rank(A) + rank(B) =⇒


Im(A + B) = Im(A )⊕ Im(B)

Ker(A ) ∩ Ker(B) = Ker(A + B)

Ker(A ) + Ker(B) = Fn

所以 dim(Ker(A ) ∩ Ker(B)) = dim(Ker(A + B)) = n − dim(Im(A + B)) = n − (r + s)，我们设

{αr+1, · · · , αn−s}为 Ker(A )∩Ker(B)的一组基，我们将其扩充为 Ker(B)的一组基 {α1, · · · , αr, αr+1, · · · ,
αn−s}（dim(Ker(B)) = n−dim(Im(B)) = n−s），再将其扩充为 Ker(A )的一组基 {αr+1, · · · , αn−s, αn−s+1,

· · · , αn}（dim(Ker(A )) = n− dim(Im(A )) = n− r）

Claim3：Claim3：Claim3：{α1, · · · , αn} 是 Fn 的一组基

Proof Of Claim : 由于 Ker(A ) + Ker(B) = Fn，所以 ∀x ∈ Fn 均可被 {α1, · · · , αn} 表示，若它们线
性相关，则 dim(Fn) < n，这显然矛盾！

同上一题可知 {A (α1), · · · ,A (αr)} 是 Im(A ) 是一组基，{B(αn−s+1), · · · ,B(αn)} 是 Im(B) 的一

组基，由于 Im(A )⊕Im(B)是直和，所以 {A (α1), · · · ,A (αr),B(αn−s+1), · · · ,B(αn)}线性无关（假设线
性相关会与 Im(A )∩ Im(B) = ∅ 矛盾！），为表达方便，我们重新记 {A (α1), · · · ,A (αr)} = {β1, · · · , βr}，
重新记 {B(αn−s+1), · · · ,B(αn)} = {βm−s+1, · · · , βm}，我们将 {β1, · · · , βr, βm−s+1, · · · , βm} 扩充为 Fm

的一组基 {β1, · · · , βm}，则我们有

A (α1, · · · , αn) = (β1, · · · , βm)


Ir 0 0

0 0 0

0 0 0



B(α1, · · · , αn) = (β1, · · · , βm)


0 0 0

0 0 0

0 0 Is


考虑 Rn 的基 {e1, · · · , en} 到基 {α1, · · · , αn} 的过渡矩阵 Q，Fm 的基 {β1, · · · , βm} 到基 {f1, · · · , fm}
的过渡矩阵 P，即 (α1, · · · , αn) = (e1, · · · , en)Q

(f1, · · · , fm) = (β1, · · · , βm)P

6
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则 A (α1, · · · , αn) = A (e1, · · · , en)Q = (f1, · · · , fm)AQ = (β1, · · · , βm)PAQ

B(α1, · · · , αn) = B(e1, · · · , en)Q = (f1, · · · , fm)BQ = (β1, · · · , βm)PBQ

所以

PAQ =


Ir 0 0

0 0 0

0 0 0

 , PBQ =


0 0 0

0 0 0

0 0 Is


□

习题 8 设 V1, · · · , Vm 是数域 F 上向量空间 V 的 m 个真子空间，证明：在 V 中必存在一个向量 α，

它不属于任何一个 Vi，即 V 的有限个真子空间不能覆盖 V

证明 对真子空间的个数 m 进行归纳，m = 1 时，由于 V1 是 V 的真子空间，则结论显然成立，假设 m = k

时结论成立，下面证明 m = k + 1 时结论也成立

由归纳假设，∃α ∈ V, s.t. ∀Vi, α /∈ Vi, 1 ≤ i ≤ k，若 α /∈ Vk+1，则命题得证；若 α ∈ Vk+1，我们取

β /∈ Vk+1，考虑

M = {tα+ β|t ∈ F}

Claim：Claim：Claim：M 和每个 Vi, 1 ≤ i ≤ k + 1 至多只有一个交点

首先 M ∩ Vk+1 = ∅，否则 ∃t0α+ β ∈ Vk+1 =⇒ β ∈ Vk+1，与 β 的选取矛盾！接下来考虑 1 ≤ i ≤ k，

若 ∃t1 6= t2, s.t. t1α+ β, t2α+ β ∈ Vi，则 (t1 − t2)α ∈ Vi =⇒ α ∈ Vi，矛盾！因此 #(M ∩ Vi) ≤ 1

而 M 中有无数个点，排除 M 中有限个 Vi 中的点，故结论得证 □

习题 9 设 V 是数域 F 上的线性空间，φ1, · · · , φk 是 V 上的非零线性变换，求证：

(1) ∃α ∈ V, s.t. φi(α) 6= 0, (1 ≤ i ≤ k)

(2) ∃α ∈ V, s.t. φ1(α), · · · , φk(α) 互不相同

证明 (1). 由于 φi 6= 0，所以 Kerφi 是 V 的真子空间，由上一题知，有限个真子空间不能覆盖全空间，进

而 ∃α ∈ V, s.t. α /∈ Kerφi, ∀i
(2). 考虑 φij = φi − φj , 1 ≤ i < j ≤ k，应用 (1) 的结论即可 □

习题 10 设 φ,φ1, · · · , φm 是 n 维线性空间 V 上的线性变换，满足 φ2 = φ，且 φ = φ1 + · · · + φm，

求证 r(φ) = r(φ1) + · · ·+ r(φm) 成立的充要条件是 φ2
i = φi, φiφj = 0, ∀i 6= j

证明 令 V0 = Imφ, Vi = Imφi，则由 φ = φ1 + · · ·+ φm 可得 V0 ⊆ V1 + · · ·+ Vm

(⇐=) : 若 φ2
i = φi, φiφj = 0，则

φi = (φ1 + · · ·+ φm)φi = φφi =⇒ Vi ⊆ V0 =⇒ V1 + · · ·+ Vm ⊆ V0

进而 V0 = V1 + · · ·+ Vm，两边同时取维数得 r(φ) = r(φ1) + · · ·+ r(φm)

(=⇒) : 首先有 dimV0 ≤ dim(V1 + · · ·+ Vm) ≤ dimV1 + · · ·+ dimVm，由 r(φ) = r(φ1) + · · ·+ r(φm)

知 dimV0 = dimV1 + · · ·+ dimVm，即上述不等号为等号，由直和的充要条件知 V1 + · · ·+Vm 是直和，且

V0 = V1 ⊕ · · · ⊕ Vm

7



第四次习题课讲义 MATH1010.01

因为 Imφ1 = Vi ⊆ V0 = Imφ，故对 V 中任意向量 α, ∃β ∈ V, s.t. φi(α) = φ(β)，所以

φi(α) = φ(β) = φ2(β) = (φ1 + · · ·+ φm)φ(β)

= (φ1 + · · ·+ φm)φi(α) = φ1φi(α) + · · ·+ φmφi(α)

由直和表示的唯一性知 φ2
i (α) = φi(α), φjφi(α) = 0, ∀j 6= i，于是 φ2

i = φi, φiφj = 0 □
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