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习题 1 (P26,T1(2)(5)) 利用 Eisenstein 判别准则判断下列整系数多项式的不可约性
(2) f(x) = x4 − x3 + 2x+ 1

(5) f(x) =
p−1∑
i=0

(x+ 1)i，其中 p 是素数（原题有错，这里 i 从零开始求和）

解 首先我们有：f(x) 在 Z[x] 中不可约 ⇐⇒ f(x+a) 在 Z[x] 中不可约，a ∈ Z，这是因为若 f(x) 有分解

f(x) = g(x)h(x)，则 f(x+a) 有分解 g(x+a)h(x+a)，反之同理（本质上是因为 ϕa : Z[x] → Z[x], f(x) 7→
f(x+ a) 是环同构，不改变多项式的可约性！）

(2). 因为 f(x+ 1) = (x+ 1)4 − (x+ 1)3 + 2(x+ 1) + 1 = x4 + 3x3 + 3x2 + 3x+ 3，取素数 p = 3，由

Eisenstein 判别法知 f(x+ 1) 不可约，进而 f(x) 不可约

(5). 因为

f(x) =

p−1∑
0=1

(x+ 1)i =
(x+ 1)p − 1

(x+ 1)− 1

= xp−1 +

(
p

1

)
xp−2 + · · ·+

(
p

p− 2

)
x+

(
p

p− 1

)

取素数 p，由于 p2 ∤ p =
(

p
p−1

)
, p

∣∣∣∣∣ (pk), 1 ≤ k ≤ p− 2，由 Eisenstein 判别法知 f(x) 不可约 □

习题 2 (P26,T4) 设 a1, · · · , an 是 n 个不同整数，证明：多项式 f(x) = (x− a1)
2 · · · (x− an)

2 + 1 在

Q 上不可约

证明 我们证明 f(x) 在 Z[x] 上不可约，进而它在 Q[x] 上不可约，假设 f(x) = g(x)h(x), deg g ≥ 1, degh ≥
1，因为 deg g + degh = deg f = 2n，我们可以不妨设 deg g ≤ n

若 deg g < n，注意到 ∀x ∈ R, f(x) > 0，故 f 无实根，所以 g, h 也无实根，因此 g, h 不变号，即

恒正或恒负；由于 ∀i, f(ai) = 1，则 g(ai)h(ai) = 1，且 g(ai), h(ai) ∈ Z，故它们都为 1 或都为 −1；若

∃ai, s.t. g(ai) = 1，则由 g 不变号知 g(a1) = · · · = g(an) = 1，即次数小于 n 的多项式 g(x) − 1 有 n 个

根，它只能恒为零，故 g(x) ≡ 1，同理此时 h(x) ≡ 1，则 f = gh = 1，矛盾！若 ∃ai, s.t. g(ai) = −1，同

理可论述 g(x) = h(x) ≡ −1，则 f = gh = 1，矛盾！

由上论述我们知只能是 deg g = degh = n，由 f(x) = g(x)h(x) 我们可以设 g(x) = xn + bn−1x
n−1 +

· · · + b1x + b0, h(x) = xn + cn−1x
n−1 + · · · + c1x + c0，同上论述我们知，对 ∀i，有 g(ai) = h(ai) = 1 或

−1，因此 (g − h)(ai) = 0, ∀1 ≤ i ≤ n，但是由假设 deg(g − h) < n，所以只能是 g − h ≡ 0，故 f = g2，

记 m(x) = (x− a1) · · · (x− an)，则

m2(x) + 1 = g2(x) =⇒ (g(x)−m(x))(g(x) +m(x)) = 1

1



第八周作业答案 MATH1010.01

由于 g,m ∈ Z[x]，所以对 ∀x ∈ Rg(x)−m(x) = 1

g(x) +m(x) = 1
或

g(x)−m(x) = −1

g(x) +m(x) = −1

两式相加即 g(x) ≡ 2 或 −2，矛盾！

综上 f(x) 在 Z[x] 上不可约，进而在 Q[x] 上不可约 □

习题 3 (P26,T6) 设整系数多项式 f(x) 在 x 的 4 个不同整数值上取值为 1，证明 f(x) 在 x 的其它

整数值上的值不能是 −1

证明 若 f ≡ 1，则命题成立，下面假设 f 不是常值多项式，设 f(a1) = · · · = f(a4) = 1, ai ∈ Z, 1 ≤ i ≤ 4，

则 (x− ai) | f(x)− 1，进而可设

f(x) = (x− a1) · · · (x− a4)g(x) + 1

若 ∃y ∈ Z, s.t. f(y) = −1，则 (y − a1) · · · (y − a4)g(y) = −2，所以 ∀i, y − ai ∈ {1,−1, 2,−2}，且至多有
一个为 2 或 −2，即 ai, 1 ≤ i ≤ 4 中，有至少 3 个到 y 距离为 1，这与 ai 两两不同矛盾！ □

习题 4 (P26,T7) 证明：设正整数 n ≥ 12，并且 n 次整系数多项式 f(x) 在 x 的 [n/2] + 1 个及以上

的整数上取值为 ±1，则 f(x) 在 Q 上不可约，问 n 的下界 12 是否还可以缩小

解 我们需要一个引理：设 f(x) ∈ Z[x] 不恒为常数，且 f 在三个不同整数上取值为 1，则 f 至多在一个

整数上取值为 −1

Proof of Lemma :由条件可设 f(x) = (x−a1)(x−a2)(x−a3)g(x)+1，反证，假设 f(y1) = f(y2) = −1，

则 (y1 − a1)(y1 − a2)(y1 − a3)g(y1) = −2

(y2 − a1)(y2 − a2)(y2 − a3)g(y2) = −2

所以

|yi − aj | ∈ {1,−1, 2,−2}, ∀i = 1, 2, j = 1, 2, 3

但是这是不可能的！先考虑 y1，则 a1, a2, a3 与 y1 之间的距离为 1 或 2 且两两不同，即 a1, a2, a3 ∈
{y1 − 2, y1 − 1, y1 + 1, y1 + 2}，无论它们怎么取，都找不到 y2 使得 |y2 − aj | ∈ {1,−1, 2,−2}
回到本题，若 n ≥ 8，则 [n/2] + 1 ≥ 5，则 f 必在 3 个不同整数上取值全为 1 或全为 −1，不妨设全

为 1，否则考虑 −f，则由引理知，f(x) 至多在 1 个整数上取值为 −1，进而 f 至少在 4 个整数上取值为

1，再由第六题知，f(x) 取值不能为 −1，所以 f(x) 在 [n/2] + 1 个整数上的取值均为 1

接下来证明此时 f 不可约，假设 f(x) = m(x)n(x),m, n ∈ Z[x]，且 m,n非常值多项式，记 [n/2]+1 =

k, f(a1) = · · · = f(ak) = 1，则我们可设

f(x) = (x− a1) · · · (x− ak)g(x) + 1

所以 ∀i,m(ai)n(ai) = 1，因此 m,n 都在 k 个数上取值为 ±1，对 m,n 同上做与 f 相同的论述（至少

在 3 个不同整数上取值为 1 =⇒ 在 4 个整数上取值为 1 =⇒ 在这 [n/2] + 1 个整数上取值全为 1）知，
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m(ai) = n(ai) = 1, ∀i，由 m,n 非常值多项式可设m(x) = (x− a1) · · · (x− ak)m1(x) + 1

n(x) = (x− a1) · · · (x− ak)n1(x) + 1

进而 n = deg f = degm+ degn ≥ [n/2] + 1 + [n/2] + 1 > n，矛盾！故 f 不可约，因此 n ≥ 8

最后我们说明 n 不能比 8 小，若 n = 7，回忆上面引理的证明过程是如何导出矛盾的，我们可以如下

构造 f：

f(x) = [(x− a)(x− (a+ 1))(x− (a+ 3)) + 1][(x− a)(x− (a+ 1))(x− (a+ 2))(x− (a+ 3)) + 1], a ∈ Z

则 f(a) = f(a+ 1) = f(a+ 3) = 1, f(a+ 2) = −1，但是 f 是可约的！

综上 n 的下界可缩小至 8 □

习题 5 (P35,T1(2)(4)) 把下列对称多项式表为关于基本对称多项式的多项式
(2) (2x1 − x2 − x3)(2x2 − x1 − x3)(2x3 − x1 − x2)

(4)
∑

1≤i<j≤n

(xi − xj)
2

解 我们给出此类问题的一般解法（有些题目可能用瞪眼法更快，但是使用待定系数法一定能保证做出来）

Step1. 将 f 写为齐次多项式（即 fj 的每一项 aix
k1
1 · · ·xkn

n 满足 k1 + · · ·+ kn 为定值）fj 的和：f =
∑
j

fj

Step2. 求每个 fj：找出 fj 的首项 axk1
1 · · ·xkn

n ，并列出所有 k1+· · ·+kn 次单项式 xl1
1 · · ·xln

n 满足 l1 ≥ · · · ≥ ln，

且 (k1, · · · , kn) > (l1, · · · , ln) ，因此 fj 必有形式

fj = aσk1−k2
1 σk2−k3

2 · · ·σkn−kn−1

n−1 σkn
n +

∑
l=(l1,··· ,ln)<(k1,··· ,kn)

clσ
l1−l2
1 σl2−l3

2 · · ·σln−1−ln
n−1 σln

n

其中 a, cl 均待定

Step3. 取具体的 x1, · · · , xn 的值来待定出 fj 中 a, cl 的值

(2). 首先 f 本来就是齐次多项式，因此直接进入 Step2，我们找到 f 的最高项为 2x3
1，并列出符合降

序条件的项为 x2
1x2, x1x2x3，因此我们可设

f(x1, x2, x3) = aσ3
1 + c1σ1σ2 + c2σ3

取 x1 = x2 = 1, x3 = 0，则 σ1 = 2, σ2 = 1, σ3 = 0, f(x1, x2, x3) = −2，故

−2 = 8a+ 2c1 (1)

取 x1 = x2 = x3 = 1，则 σ1 = 3, σ2 = 3, σ3 = 1, f(x1, x2, x3) = 0，故

0 = 27a+ 9c1 + c2 (2)

取 x1 = x2 = 1, x3 = −2，则 σ1 = 0, σ2 = −3, σ3 = −2, f(x1, x2, x3) = −54，故

−54 = −2c2 (3)
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联立 (1)(2)(3)，解得 a = 2, c1 = −9, c2 = 27，故

f(x1, x2, x3) = 2σ3
1 − 9σ1σ2 + 27σ3

(5). 由于 f 本来就是齐次多项式，我们找到 f 的最高项为 x2
1，并列出符合降序条件的项为 x1x2，因

此我们可设

f(x1, · · · , xn) = aσ2
1 + cσ2

取 x1 = · · · = xn = 1，则 σ1 = n, σ2 =
n(n−1)

2
, f(x1, · · · , xn) = 0，故

0 = an2 + c
n(n− 1)

2
(4)

取 x1 = 1, x2 = · · · = xn = 0，则 σ1 = 1, σ2 = 0, f(x1, · · · , xn) = n− 1，故

n− 1 = a (5)

联立 (4)(5)，解得 a = n− 1, c = −2n，故

f(x1, · · · , xn) = (n− 1)σ2
1 − 2nσ2

习题 6 (P35,T2) 证明：三次实系数方程 x3 + ax2 + bx+ c = 0 的每个根的实部都是负数的充分必要

条件为

a > 0, ab− c > 0, c > 0

证明 记 f(x) = x3 + ax2 + bx + c，则 lim
x→−∞

f(x) = −∞, lim
x→+∞

f(x) = +∞，由介值定理知 f 必有一实

根，所以 f 的根有两种情况：三个实根、一个实根和两个共轭复根

(=⇒) :若 f 有三个负实根 r1, r2, r3，则 σ1 < 0, σ2 < 0, σ3 < 0，由韦达定理知 a = −σ1, b = σ2, c = −σ3，

故 
a = −σ1 > 0

ab− c = −σ1σ2 + σ3 = −(r21r2 + r21r3 + r22r3 + r1r
2
2 + r23r1 + r2r

2
3 + 2r1r2r3) > 0

c = −σ3 > 0

若 f 有一个实根 r，两个共轭复根 x±iy，由条件知 r, x < 0，则 σ1 = 2r+x < 0, σ2 = 2rx+(x2+y2), σ3 =

r(x2 + y2) < 0，故 
a = −σ1 > 0

ab− c = −σ1σ2 + σ3 = −2x[(x+ r)2 + y2] > 0

c = −σ3 > 0

(⇐=) : 若 f 有三个实根 r1, r2, r3，由 c = −r1r2r3 > 0 知，至少有一个根为负数，不妨设 r1 < 0，则

r2r3 > 0，即它们同号，若 r2, r3 > 0，注意到 f(−a) = c−ab < 0, f(0) = c > 0，进而 ∃x ∈ (−a, 0), s.t. f(x) =
0，但是 r1 = σ1 − r2 − r3 = −a− (r2 + r3) < −a，所以 f 有两个负根 r1, x，这说明 f 有至少 4 个根，矛

盾！进而 r2, r3 < 0

若 f 有一个实根 r，两个共轭复根 x± iy，因为ab− c = −2x[(x+ r)2 + y2] > 0 =⇒ x < 0

c = r(x2 + y2) < 0 =⇒ r < 0
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所以 f 的每个根的实部均为负数 □

习题 7 (P35,T4) 设 x1, · · · , xn 是多项式 f(x) = a0 + a1x + · · · + an−1x
n−1 + xn 的 n 个根，证明：

关于 x2, · · · , xn 的对称多项式可以表示为关于 x1 的多项式

证明 我们记 sk = σk(x2, · · · , xn) =
∑

2≤i1<···<ik≤n

xi1 · · ·xik，则

σk(x1, · · · , xn) =
∑

1≤i1<···<ik≤n

xi1 · · ·xik

=
∑

2≤i2<···<ik≤n

x1xi2 · · ·xik +
∑

2≤i1<···<ik≤n

xi1 · · ·xik

= x1

∑
2≤j1<···<jk−1≤n

xj1 · · ·xjk−1
+ sk

= x1sk−1 + sk

由韦达定理，an−k = (−1)kσk，即

sk = (−1)kan−k − x1sk−1

当 k = 1 时，s1 = x2 + · · · + xn = σ1 − x1 = −an−1 − x1，即 s1 为 x1 的多项式，使用数学归纳法，设

k < m 时 sk 是 x1 的多项式，即存在多项式 f, s.t. sm−1 = f(x1)，进而

sm = (−1)kan−k − x1f(x1)

也为 x1 的多项式，由数学归纳法，故关于 x2, · · · , xn 的对称多项式可以表示为关于 x1 的多项式 □

习题 8 (P35,T10) 求多项式

f(x) = xn + (a+ b)xn−1 + (a2 + b2)xn−2 + · · ·+ (an−1 + bn−1)x+ (an + bn)

的根的等幂和 s1, s2, · · · , sn

证明 由韦达定理知，an−k + bn−k = (−1)n−kσn−k，由 Newton 恒等式 sk − σ1sk−1 + σ2sk−2 + · · · +
(−1)k−1σk−1s1 + (−1)kkσk = 0, ∀k ≤ n，

sk + (a+ b)sk−1 + (a2 + b2)sk−2 + · · ·+ (ak−1 + bk−1)s1 + k(ak + bk) = 0, 1 ≤ k ≤ n

我们可以先计算几项观察一下规律

s1 = −a− b

s2 = x2
1 + · · ·+ x2

n = σ2
1 − 2σ2 = −a2 + 2ab− b2 = −(a− b)2

s3 = −(a+ b)s2 − (a2 + b2)s1 − 3(a3 + b3) = (a+ b)(a− b)2 + (a+ b)(a2 + b2) = −a3 − b3

s4 = −(a+ b)s3 − (a2 + b2)s2 − (a3 + b3)s1 − 4(a4 + b4) = −a4 + 2a2b2 − b4 = −(a2 − b2)2

因此我们猜测 s2k−1 = −a2k−1 − b2k−1

s2k = −(ak − bk)2
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由数学归纳法，假设命题对 k = 1, 2, · · · , 2m− 1, 2m 成立，接下来证明 2m+ 1, 2m+ 2 的情形

s2m+1 = −(a+ b)s2m − (a2 + b2)s2m−1 − · · · − (a2m + b2m)s1 − (2m+ 1)(a2m+1 + b2m+1)

= (a+ b)(am − bm)2 + (a2 + b2)(a2m−1 + b2m−1) + · · ·+ (a2m−1 + b2m−1)(a− b)2 + (a2m + b2m)(a+ b)

− (2m+ 1)(a2m+1 + b2m+1)

= −a2m−1 − b2m−1

（具体计算时，我们可以对第二行成对求和：第一项和最后一项配对，第二项和倒数第二项配对，依此类

推）同理可以计算 s2m+2 = −(am+1 − bm+1)2，由数学归纳法即证 □
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