
第三、四周作业答案

涂嘉乐

2025 年 10 月 12 日

习题 1（P113 T5）证明：
(1) 正交方阵一定可逆，并且它的逆仍是正交方阵

(2) 酉方阵一定可逆，并且它的逆仍是酉方阵

(3) 可逆对称方阵的逆仍是对称方阵

(4) 可逆斜对称方阵的逆仍是斜对称方阵

证明 (1). 设 O 是正交方阵，则 OOT = OTO = In，所以 O−1 = OT，且 (OT )TOT = OOT = In，即

O−1 = OT 也是正交方阵

(2). 设 U 是酉方阵，则 UU∗ = U∗U = In（其中 U∗ 表示 U 的共轭转置），所以 U−1 = U∗，且

(U∗)∗U∗ = UU∗ = In，即 U−1 = U∗ 也是酉方阵

(3). 设 A 为可逆对称方阵，则 (A−1)T = (AT )−1 = A−1，故 A−1 也是对称方阵

(4). 设 A 为可逆斜对称方阵，则 AT = −A，故 (A−1)T = (AT )−1 = (−A)−1 = −A−1，故 A−1 也是

斜对称方阵 □

习题 2（T113 P10）设 Aij 是 n 阶方阵 A = (aij) 的行列式 detA 的元素 aij 的代数余子式，证明：∣∣∣∣∣Aik Ajk

Ail Ajl

∣∣∣∣∣ = (−1)i+j+k+lA

(
1 · · · (i− 1) (i+ 1) · · · (j − 1) (j + 1) · · · n

1 · · · (k − 1) (k + 1) · · · (l − 1) (l + 1) · · · n

)
det(A)

评价 本题乍一看没什么头绪，我们先进行分析：回忆 A 的伴随矩阵

A∗ =


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

...
... . . . ...

A1n A2n · · · Ann



则 LHS = A∗

(
k l

i j

)
，由伴随矩阵的性质知 AA∗ = det(A)In，接下来我们可以先讨论一些特殊情形，然

后再将问题一般化

证明 Case 1. 当 i = k = n− 1, j = l = n 时，此时 LHS =

∣∣∣∣∣An−1,n−1 An,n−1

An−1,n An,n

∣∣∣∣∣，即为 A∗ 右下角的 2× 2

分块，为了让所求式子中出现这一项，我们考虑对 AA∗ = det(A)In 中的 A∗ 进行分块处理，见下式
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

a11 a12 · · · a1,n−2 a1,n−1 a1,n

a21 a22 · · · a2,n−2 a2,n−1 a2,n
...

... . . . ...
...

...
an−2,1 an−2,2 · · · an−2,n−2 an−2,n−1 an−2,n

an−1,1 an−1,2 · · · an−1,n−2 an−1,n−1 an−1,n

an,1 an,2 · · · an,n−2 an,n−1 an,n





1 0 · · · 0 An−1,1 An1

0 1 · · · 0 An−1,2 An2

...
... . . . ...

...
...

0 0 · · · 1 An−1,n−2 An,n−2

0 0 · · · 0 An−1,n−1 An,n−1

0 0 · · · 0 An−1,n An,n



=



a11 a12 · · · a1,n−2 0 0

a21 a22 · · · a2,n−2 0 0
...

... . . . ...
...

...
an−2,1 an−2,2 · · · an−2,n−2 0 0

∗ ∗ · · · ∗ det(A) 0

∗ ∗ · · · ∗ 0 det(A)


其中 ∗ 表示不重要的部分，关于新矩阵的最后两列，大家也可以用行列式的 Laplace 展开

n∑
k=1

aikAjk =

0, i ̸= j

det(A), i = j

进行验证。对上式两边同时取行列式即得

det(A)·
∣∣∣∣∣An−1,n−1 An,n−1

An−1,n An,n

∣∣∣∣∣ = A

(
1 · · · n− 2

1 · · · n− 2

)
·det(A)2 = (−1)n−1+n−1+n+n·A

(
1 · · · n− 2

1 · · · n− 2

)
·det(A)2

如果 det(A) ̸= 0，则两边同时消去一个 det(A) 即得证；如果 det(A) = 0，那么 rank(A∗) ≤ 1，进而∣∣∣∣∣An−1,n−1 An,n−1

An−1,n An,n

∣∣∣∣∣ = 0，即 LHS = RHS = 0，仍成立

Case 2. 一般情形，我们考虑将 A 的第 i, j 行与第 n− 1, n 行交换，A 的第 k, l 列与第 n− 1, n 列

交换，记所得的矩阵为 Ã，则

Ã =



a11 · · · a1,k−1 a1,n−1 a1,k+1 · · · a1,l−1 a1,n a1,l+1 · · · a1,n−2 a1,k a1,l
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
ai−1,1 · · · ai−1,k−1 ai−1,n−1 ai−1,k+1 · · · ai−1,l−1 ai−1,n ai−1,l+1 · · · ai−1,n−2 ai−1,k ai−1,l

an−1,1 · · · an−1,k−1 an−1,n−1 an−1,k+1 · · · an−1,l−1 an−1,n an−1,l+1 · · · an−1,n−2 an−1,k an−1,l

ai+1,1 · · · ai+1,k−1 ai+1,n−1 ai+1,k+1 · · · ai+1,l−1 ai+1,n ai+1,l+1 · · · ai+1,n−2 ai+1,k ai+1,l

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

aj−1,1 · · · aj−1,ki−1 aj−1,n−1 aj−1,k+1 · · · aj−1,l−1 aj−1,n aj−1,l+1 · · · aj−1,n−2 aj−1,k aj−1,l

an,1 · · · an,k−1 an,n−1 an,k+1 · · · an,l−1 an,n an,l+1 · · · an,n−2 an,k an,l

aj+1,1 · · · aj+1,k−1 aj+1,n−1 aj+1,k+1 · · · aj+1,l−1 aj+1,n aj+1,l+1 · · · aj+1,n−2 aj+1,k aj+1,l

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

an−2,1 · · · an−2,k−1 an−2,n−1 an−2,k+1 · · · an−2,l−1 an−2,n an−2,l+1 · · · an−2,n−2 an−2,k an−2,l

ai,1 · · · ai,k−1 ai,n−1 ai,k+1 · · · ai,l−1 ai,n ai,l+1 · · · ai,n−2 ai,k ai,l

aj,1 · · · aj,k−1 aj,n−1 aj,k+1 · · · aj,l−1 aj,n aj,l+1 · · · aj,n−2 aj,k aj,l


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我们对 Ã 运用 Case 1，则有∣∣∣∣∣Ãn−1,n−1 Ãn,n−1

Ãn−1,n Ãn,n

∣∣∣∣∣ = (−1)n−1+n+n−1+nÃ

(
1 · · · n− 2

1 · · · n− 2

)
det(Ã)

接下来以 Ãn,n 为例，因为

Ãn,n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1,k−1 a1,n−1 a1,k+1 · · · a1,l−1 a1,n a1,l+1 · · · a1,n−2 a1,k
...

...
...

...
...

...
...

...
...

ai−1,1 · · · ai−1,k−1 ai−1,n−1 ai−1,k+1 · · · ai−1,l−1 ai−1,n ai−1,l+1 · · · ai−1,n−2 ai−1,k

an−1,1 · · · an−1,k−1 an−1,n−1 an−1,k+1 · · · an−1,l−1 an−1,n an−1,l+1 · · · an−1,n−2 an−1,k

ai+1,1 · · · ai+1,k−1 ai+1,n−1 ai+1,k+1 · · · ai+1,l−1 ai+1,n ai+1,l+1 · · · ai+1,n−2 ai+1,k

...
...

...
...

...
...

...
...

...
aj−1,1 · · · aj−1,ki−1 aj−1,n−1 aj−1,k+1 · · · aj−1,l−1 aj−1,n aj−1,l+1 · · · aj−1,n−2 aj−1,k

an,1 · · · an,k−1 an,n−1 an,k+1 · · · an,l−1 an,n an,l+1 · · · an,n−2 an,k

aj+1,1 · · · aj+1,k−1 aj+1,n−1 aj+1,k+1 · · · aj+1,l−1 aj+1,n aj+1,l+1 · · · aj+1,n−2 aj+1,k

...
...

...
...

...
...

...
...

...
an−2,1 · · · an−2,k−1 an−2,n−1 an−2,k+1 · · · an−2,l−1 an−2,n an−2,l+1 · · · an−2,n−2 an−2,k

ai,1 · · · ai,k−1 ai,n−1 ai,k+1 · · · ai,l−1 ai,n ai,l+1 · · · ai,n−2 ai,k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
我们此时将第 k 列与第 n− 1 列对换，行列式改变 (−1)；将第 l 列不断与右边的列对换至最后一列，行列

式改变 (−1)n−1−l（l → l+ 1 → · · · → n− 1）；同理将第 i 行和第 n− 1 行对换，行列式改变 (−1)；将第

j 行不断与下面的行对换至最后一行，行列式改变 (−1)n−1−j，经过这样操作后我们就将 Ãn,n 变为 Aj,l，

因此

Ãn,n = (−1)2(n−1)−j−lAj,l = (−1)j+lAj,l

同理我们有

Ãn−1,n−1 = (−1)i+kAi,k, Ãn−1,n = (−1)i+lAi,l, Ãn,n−1 = (−1)j+kAj,k

且

Ã

(
1 · · · n− 2

1 · · · n− 2

)
= (−1)4A

(
1 · · · (i− 1) (i+ 1) · · · (j − 1) (j + 1) · · · n

1 · · · (k − 1) (k + 1) · · · (l − 1) (l + 1) · · · n

)

det(Ã) = (−1)1+1 det(A) = det(A)

所以我们有

LHS =

∣∣∣∣∣(−1)i+kAi,k (−1)j+kAj,k

(−1)i+lAi,l (−1)j+lAj,l

∣∣∣∣∣ = (−1)k+l

∣∣∣∣∣(−1)iAi,k (−1)jAj,k

(−1)iAi,l (−1)jAj,l

∣∣∣∣∣ = (−1)i+j+k+l

∣∣∣∣∣Ai,k Aj,k

Ai,l Aj,l

∣∣∣∣∣
RHS = A

(
1 · · · (i− 1) (i+ 1) · · · (j − 1) (j + 1) · · · n

1 · · · (k − 1) (k + 1) · · · (l − 1) (l + 1) · · · n

)
det(A)

所以一般情况得证 □
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习题 3（P122 T2）求 λ 使得矩阵 A 的秩最小，其中

A =


3 1 1 4

λ 4 10 1

1 7 17 3

2 2 4 3



证明 对 A 进行初等行、列变换可得
3 1 1 4

λ 4 10 1

1 7 17 3

2 2 4 3

 c2↔c1−→


1 3 1 4

4 λ 10 1

7 1 17 3

2 2 4 3


c2→c2−3c1
c3→c3−c1
c4→c4−4c1−→


1 0 0 0

4 λ− 12 6 −15

7 −20 10 −25

2 −4 2 −5


c4→c4+

5
2 c3

c3→ 1
2 c3−→


1 0 0 0

4 λ− 12 3 0

7 −20 −5 0

2 −4 1 0


r2→r2−4r1
r3→r3−7r1
r4→r4−2r1−→


1 0 0 0

0 λ− 12 3 0

0 −20 −5 0

0 −4 1 0


r3→r3−5r4
r2→r2−3r4−→


1 0 0 0

0 λ 0 0

0 0 0 0

0 −4 1 0

 −→


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 λ 0

0 0 0 0


因此当 λ = 0 时，min rank(A) = 2 □

习题 4（P122 T13） n 阶方阵的伴随方阵记为 A∗，证明：

(1) rank(A∗) = n 的充分必要条件 rank(A) = n

(2) rank(A∗) = 1 的充分必要条件 rank(A) = n− 1

(3) rank(A∗) = 0 的充分必要条件 rank(A) < n− 1

(4) 当 n > 2 时，(A∗)∗ = (detA)n−2A；当 n = 2 时，(A∗)∗ = A

证明 (1)

rank(A) = n ⇐⇒ det(A) ̸= 0 ⇐⇒ det(AA∗) ̸= 0

⇐⇒ det(A∗) ̸= 0 ⇐⇒ rank(A∗) = n

(2) (⇐=) : 由于 rank(A) = n− 1，所以 A 有 n− 1 阶非零子式，即 A∗ 中有至少一个元素非零，故

rank(A∗) ≥ 1；另一方面由习题 2（T113 P10）知 A∗ 的任意二阶子式均为零，故 rank(A∗) ≤ 1，综上

rank(A∗) = 1

(=⇒) : 由于 rank(A∗) = 1，所以 A∗ 有至少一个非零元，即 A 有至少有个 n− 1 阶子式非零，所以

rank(A) ≥ n− 1，而 rank(A) = n ⇐⇒ rank(A∗) = n，所以 rank(A) 只能为 n− 1

(3)

rank(A∗) = 0 ⇐⇒ A∗ = O ⇐⇒ A的任意n− 1阶子式均为零 ⇐⇒ rank(A) < n− 1

(4) 若 A 不可逆，则 rank(A∗) ≤ 1，进而 rank(A∗)∗ = O，即 (A∗)∗ = O = (detA)n−2A；若 A 可逆，

因为 
AA∗ = det(A)In =⇒

det(A) · det(A∗) = det(A)n =⇒ det(A∗) = det(A)n−1

(A∗)−1 = 1
det(A)

A

A∗(A∗)∗ = det(A∗)In =⇒ (A∗)∗ = det(A∗)(A∗)−1In
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所以

(A∗)∗ = det(A)n−1 1

det(A)AIn = det(A)n−2A

□

习题 5（P134 T2）设 A,B 为 n 阶方阵，证明

rank(AB − In) ≤ rank(A− In) + rank(B − In)

证明 我们首先证明 rank(X + Y ) ≤ rank(X) + rank(Y )，下面给出一个比较有启发性的证明：这需要利用

rank(XY ) ≤ min{rank(X), rank(Y )}，因为

(
A B

)
=
(
In In

)(A O

O B

)
=⇒ rank

(
A B

)
≤ rank

(
A O

O B

)
= rank(A) + rank(B)

A+B =
(
A B

)(In
In

)
=⇒ rank(A+B) ≤ rank

(
A B

)
≤ rank(A) + rank(B)

回到本题，因为 AB − In = AB −A+A− In = A(B − In) + (A− In)，所以

rank(AB − In) ≤ rank(AB −A) + rank(A− In) ≤ rank(B − In) + rank(A− In)

□

习题 6（P134 T6）设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×m，证明 rank(AB) = rank(A) 的充要条件是：存在 C ∈
Fm×n, s.t. A = ABC，并由此证明：如果 rank(AB) = rank(A)，且方阵 AB 幂等，则方阵 BA 也幂等

证明 (⇐=) : 若存在 C ∈ Fm×n, s.t. A = ABC，则

rank(A) = rank(ABC) ≤ rank(AB) ≤ rank(A) =⇒ rank(A) = rank(AB)

(=⇒) : 方法 I（需要用到下一题的结论，较为巧妙）
由下一题矩阵方程 ABX = A 有解 C 当且仅当 rank(AB,A) = rank(AB)，所以我们只需证明

rank(AB,A) = rank(A)，因为 (AB,A) = A(B, In)，所以我们有

rank(A) = rank(AB) ≤ rank(AB,A) = rank(A(B, In)) ≤ rank(A)

若 rank(AB) = rank(A) 且 AB 幂等，则 ∃C, s.t. ABC = A，所以

(BA)2 = BABA = BABABC = B(ABAB)C = BABC = BA

即 BA 也幂等

方法 II（构造性证明，见习题课讲义） □

评价 本题运用线性空间的语言可以非常快解决，我们很快就会学到
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习题 7（P143 T4）设给定矩阵 A ∈ Fm×n, B ∈ Fm×p，未知矩阵 X ∈ Fn×p，证明矩阵方程 AX = B

有解的充要条件是 rank(A) = rank(A,B)，其中 (A,B) 是矩阵 A,B 并排而成的矩阵

证明 (=⇒) : 将 A,X,B 按列分块为 A = (α1, · · · , αn), X = (x1, · · · , xp), B = (β1, · · · , βp)，其中 αi ∈
Rm×1, xi ∈ Fn×1, βi ∈ Fm×1，则

AX = B ⇐⇒ (Ax1, · · · , Axp) = (β1, · · · , βp)

即 AX = B 有解当且仅当 Ax1 = β1, · · · , Axn = βn 有解，由课本 3.6 节的定理 2 知，rank(A) =

rank(A, βi), ∀i，即 rank(α1, · · · , αn) = rank(α1, · · · , αn, βi)，即 ∀i, βi 可以被 A 的列向量组 {α1, · · · , αn}
线性表示，设 {α1, · · · , αn} 的一个极大无关组为 {αi1 , · · · , αir}，则它也是 {α1, · · · , αn, β1, · · · , βp} 的极
大无关组，进而

rank(A) = rank{α1, · · · , αn} = rank{α1, · · · , αn, β1, · · · , βp} = rank(A,B)

(⇐=) : 由 rank(A) = rank(A,B) 知，rank{α1, · · · , αn} = rank{α1, · · · , αn, β1, · · · , βp}，即 ∀i, βi 可

以被 {α1, · · · , αn} 线性表示，即

rank{α1, · · · , αn} = rank{α1, · · · , αn, βi} =⇒ rank(A) = rank(A, βi)

则 ∀1 ≤ i ≤ p,Ax = βi 有解，所以 AX = B 有解 □

习题 8（P151 T2）设 A,B,C 分别是 m×n, p× q,m× q 阶矩阵，X 是 n× p 阶未知矩阵，证明：矩

阵方程 AXB = C 有解的充分必要条件是 (Im − AA−)C = 0 和 C(Iq − B−B) = 0，并且当有解时，

它的通解为

X = A−CB− + (In −A−A)Y + Z(Ip −BB−) + (In −A−A)W (Ip −BB−)

其中 Y, Z,W 为任意 n× p 阶矩阵

证明 (=⇒) : 若矩阵方程 AXB = C 有解 X = X0，则

(Im −AA−)C = (Im −AA−)AX0B = AX0B −AA−AX0B

= AX0B −AX0B = O

C(Iq −B−B) = AX0B(Iq −B−B) = AX0B −AX0BB−B

= AX0B −AX0B = O

(⇐=) : 若 (Im −AA−)C = 0, C(Iq −B−B) = 0，则 C = AA−C,C = CB−B，我们取 X0 = A−CB−，

则

AX0B = A(A−CB−)B = (AA−C)B−B = CB−B = C

即 X0 = A−CB− 为矩阵方程 AXB = C 的一个解

接下来证明 X = A−CB− + (In − A−A)Y + Z(Ip − BB−) + (In − A−A)W (Ip − BB−) 为矩阵方程

AXB = C 的通解，我们需要证明两点

• 上面的表达式确实为解
• 每个解都能写成上面的表达式

6
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首先

AXB = A[A−CB− + (In −A−A)Y + Z(Ip −BB−) + (In −A−A)W (Ip −BB−)]B

= AX0B +A(In −A−A)Y B +AZ(Ip −BB−)B +A(In −A−A)W (Ip −BB−)B

= O + (A−AA−A)Y B +AZ(B −BB−B) + (A−AA−A)W (B −BB−B)

= O +O +O +O = O

即 X 确实是解，其次，对于任意矩阵方程 AXB = C 的解 X = X0，我们证明它均有通解的形式，取通

解中的 Y = Z = X0,W = −X0，则

A−CB− + (In −A−A)X0 +X0(Ip −BB−) + (In −A−A)(−X0)(Ip −BB−)

=A−CB− +X0 −A−AX0 +X0 −X0BB− −X0 +A−AX0 +X0BB− −A−CB−

=X0

即 X0 确实可以写为通解的形式 □

习题 9（P163 T5）设向量 α1, · · · ,αk ∈ Fn 线性相关，k ≥ 2，证明：对任意 αk+1 ∈ Fn，存在不全

为零的纯量 λ1, · · · , λk ∈ F，使得向量 α1 + λ1αk+1,α2 + λ2αk+1, · · · ,αk + λkαk+1 线性相关

证明 由题知 ∃y1, · · · , yk ∈ F 不全为零，使得 y1α1 + · · ·+ ykαk = 0，设 x1, · · · , xk ∈ F 满足

x1(α1 + λ1αk+1) + · · ·+ xk(αk + λkαk+1) = 0 · · · · · · (∗)

即

x1α1 + · · ·+ xkαk + (x1λ1 + · · ·+ xkλk)αk+1 = 0

我们取 x1 = y1, · · · , yk = yk，代入上式得 y1λ1 + · · · + ykλk = 0，即我们只需证明可以取得合适的

λi, 1 ≤ i ≤ k, s.t. y1λ1 + · · ·+ ykλk = 0，则 (x1, · · · , xk) = (y1, · · · , yk) 即为 (∗) 式的一组非零解，即向量
组 {αi + λiαk+1}1≤i≤k 线性相关

我们可以不妨设 y1, · · · , yk 中非零的数为 y1, · · · , yt, 1 ≤ t ≤ k，则我们只需取

λ1 =
1

y1
, · · · , λt−1 =

1

yt−1

, λt = − t− 1

yt
, λt+1 = · · · = λk = 0

则我们找到了满足题意的不全为零的纯量 λ1, · · · , λk □

习题 10（P163 T12）设 A 是 n 阶方阵，证明 rank(An) = rank(An+1) = rank(An+2) = · · ·

证明 因为 rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)}，所以 rank(Ak+1) ≤ rank(Ak), ∀k ∈ N，考虑如下不等式

rank(An) ≤ rank(An−1) ≤ · · · ≤ rank(A2) ≤ rank(A) ≤ rank(In) = n

若上面的不等式链全为严格不等号，即每个都是小于号，则 rank(An) = 0，即 An = O，所以 An+1 =

AnA = O，类似地可知 An+k = An+k−1A = O，所以 0 = rank(An) = rank(An+1) = · · ·
若上面的不等式链不全是严格不等号，即 ∃k ∈ {0, · · · , n− 1}, s.t. rank(Ak) = rank(Ak+1)，由 Frobe-

nius 不等式 rank(ABC) ≥ rank(AB) + rank(BC)− rank(B)，我们有

rank(Ak+2) = rank(AAkA) ≥ rank(Ak+1) + rank(Ak+1)− rank(Ak) = rank(Ak+1)

7
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另一方面又因为 rank(Ak+2) ≤ rank(Ak+1)，所以只能是 rank(Ak+2) = rank(Ak+1)，类似推理可知

rank(Ak) = rank(Ak+1) = · · · □

习题 11（P168 T4）在数域 F 上所有二阶方阵构成的线性空间 F2×2 中，求一组基 {A1, A2, A3, A4}，
使得对每个 j 都有 A2

j = Aj

解 可以取

A1 =

(
1 0

0 0

)
, A2 =

(
0 0

0 1

)
, A3 =

(
1 0

1 0

)
, A4 =

(
0 1

0 1

)

容易验证 A2
j = Aj , ∀j = 1, 2, 3, 4，下证它们线性无关，假设 ∃λ1, · · · , λ4, s.t.

4∑
i=1

λiAi = 0，即

(
λ1 + λ3 λ4

λ3 λ2 + λ4

)
= O =⇒ λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 0

所以它们线性无关，则它们构成 F2×2 上的一组基 □

习题 12（P171 T4）在四维实向量空间 R4 的标准基 {ε1, ε2, ε3, ε4}下，超球面的方程 x2
1+· · ·+x2

4 = 1，

设 α1 = (1, 1, 1, 1),α2 = (1, 1,−1,−1),α3 = (1,−1, 1,−1),α4 = (1,−1,−1,−1)，试求超球面在基

{α1,α2,α3,α4} 下的方程

解 设 α 在 {ε1, ε2, ε3, ε4} 下的坐标为 x = (x1, x2, x3, x4)
T，在 {α1,α2,α3,α4} 下的坐标为 y =

(y1, y2, y3, y4)
T，首先 {ε1, ε2, ε3, ε4} 到 {α1,α2,α3,α4} 的过渡矩阵为

A =


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1


即 (α1,α2,α3,α4) = (ε1, ε2, ε3, ε4)A，因为 α = (ε1, ε2, ε3, ε4)x = (α1,α2,α3,α4)y，代入得

(ε1, ε2, ε3, ε4)x = (ε1, ε2, ε3, ε4)Ay =⇒ x = Ay

若 α 在超球面 x2
1 + · · ·+ x2

4 = 1 上，即 xxT = 1，将 x = Ay 代入得

yTATAy = 1
ATA=4I4=⇒ yT y =

1

4

所以超球面在基 {α1,α2,α3,α4} 下的方程为 y21 + y22 + y23 + y24 = 1
4

□

习题 13（P171 T5）在数域 F 上的 n 维行向量空间 Fn 中，给定 n 个向量 α1, · · · ,αn ∈ Fn，便可

确定数域 F 上 n 阶方阵 A =


α1

α2

...
αn

，反之亦然。证明：{α1, · · · ,αn} 是 Fn 的基的充要条件是方阵

A 可逆
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证明 由于 dim(Fn) = n，所以

{α1, · · · ,αn}是Fn的基
dim(Fn)=n⇐⇒ {α1, · · · ,αn}线性无关 ⇐⇒ rank(A) = n

⇐⇒ det(A) ̸= 0 ⇐⇒ A可逆

□
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