
第十六周作业答案

涂嘉乐

2025 年 12 月 31 日

习题 1 (P336,T2) 设 A ,B 是 n 维 Euclid 空间 V 的线性变换，A 与 B 可交换，A 与 A ∗ 可交

换，证明：A 与 B∗ 也可交换

证明 设 A ,B 在 V 的一组标准正交基 e1, · · · , en 下的矩阵为 A,B，则 A ∗ 在这组基下的矩阵为 A∗，依

题意有

AB = BA,AAT = ATA

下面我们证明 ABT = BAT，则 A ,B∗ 可交换（这实际上是课本 P340 的例 1），即证明 ABT −BTA = 0，

由先前做过的习题知 〈X,Y 〉 = tr(XY T ) 是 Rn×n 上的内积，所以

(1) tr(XY ) = tr(Y X)

(2) X = 0 ⇐⇒ tr(XXT ) = 0

(3) tr(·, ·) 具有双线性性
而

tr
(
(ABT −BTA)(ABT −BTA)T

)
= tr

(
(ABT −BTA)(BAT −ATB)

)
= tr(ABTBAT )− tr(ABTATB)− tr(BTABAT ) + tr(BTAATB)

= tr(ATABTB)− tr(BABTAT )− tr(BTBAAT ) + tr(BBTAAT )

= tr(AATBTB)− tr(ABBTAT )− tr(BTBAAT ) + tr(BBTATA)

= [tr(AATBTB)− tr(BTBAAT )] + [tr(BBTATA)− tr(BBTATA)]

= 0

所以 ABT −BTA = 0，即 A,BT 可交换，即 A ,B∗ 也可交换 □

习题 2 (P336,T3) 设 A 是 n 维 Euclid 空间 V 的线性变换，证明：

Im(A ∗) = Ker(A )⊥

证明 利用 (U⊥)⊥ = U，我们只需证明 Im(A ∗)⊥ = Ker(A )，两边再同时取正交补即可

一方面，设 α ∈ Ker(A )，则对 ∀β def
= A ∗(γ) ∈ Im(A ∗)，有

〈α, β〉 = 〈α,A ∗(γ)〉 = 〈A (α), γ〉 = 〈0, γ〉 = 0, ∀β ∈ Im(A ∗)

所以 α ∈ Im(A ∗)⊥，即 Ker(A ) ⊆ Im(A ∗)⊥

另一方面，设 α ∈ Im(A ∗)⊥，则对 ∀γ ∈ V, β
def
= A ∗(γ) ∈ Im(A ∗)，有

0 = 〈α, β〉 = 〈α,A ∗(γ)〉 = 〈A (α), γ〉 , ∀γ ∈ V
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特别地取 γ = A (α)，则 0 = 〈A (α),A (α)〉 =⇒ A (α) = 0，即 α ∈ Ker(A )，即 Im(A ∗)⊥ ⊆ Ker(A )

至此我们证明了 Ker(A ) = Im(A ∗)⊥，两边同时取正交补得

Ker(A )⊥ =
(
Im(A ∗)⊥

)⊥
= Im(A ∗)

□

习题 3 (P336,T5) 设 β, γ 是 n 维 Euclid 空间 V 的固定向量，证明：由 A (α) = 〈α, β〉 γ 所定义的
变换 A 是 V 的线性变换，其中 α ∈ V，求 A 的伴随变换 A ∗

证明 对 ∀x, y ∈ V, λ, µ ∈ R
A (λx+ µy) = 〈λx+ µy, β〉 γ

= λ 〈x, β〉 γ + µ 〈y, β〉 γ

= λA (x) + µA (y)

所以 A 是线性变换，对 ∀x, y ∈ V

〈A (x), y〉 =
⟨
〈x, β〉 γ, y

⟩
= 〈x, β〉 〈γ, y〉

=
⟨
x, 〈γ, y〉β

⟩
所以 A ∗(y) = 〈γ, y〉β（同上也可以证明它是线性变换） □

习题 4 (P336,T7) 设 Rn×n 是所有 n 阶实方阵的集合连同内积 〈X,Y 〉 = tr(XY T ) 构成的 Euclid 空
间，其中 X,Y ∈ Rn×n，设 P 是固定 n 阶可逆方阵，由 AP (X) = P−1XP 所定义的变换 AP 显然

是 Rn×n 的线性变换，其中 X ∈ Rn×n，求 AP 的伴随变换 A ∗
P

解 对 ∀X,Y ∈ Rn×n

〈AP (X), Y 〉 =
⟨
P−1XP, Y

⟩
= tr(P−1XPY T )

= tr(XPY TP−1) =
⟨
X, (P−1)TY P T

⟩
所以 A ∗

P (Y ) = (P T )−1Y P T □

习题 5 (P342,T3) 方阵 A 与 ATA 可交换，方阵 A 是否一定是规范的

证明 依题意有 AATA = ATAA，要证明 A 是规范方阵，即证 AAT −ATA = 0，还是同第一题一样，考

虑计算 tr
(
(AAT −ATA)(AAT −ATA)T

)
tr
(
(AAT −ATA)(AAT −ATA)T

)
= tr

(
(AAT −ATA)(AAT −ATA)

)
= tr(AATAAT )− tr(AATATA)− tr(ATAAAT ) + tr(ATAATA)

= tr(ATAAAT )− tr(AAATAT )− tr(AAATAT ) + tr(ATATAA)

= [tr(AAATAT )− tr(AAATAT )] + [tr(ATATAA)− tr(AAATAT )]

= 0

所以 AAT = ATA，故 A 是规范方阵 □
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习题 6 (P342,T5) 证明：n 阶实方阵 A 为规范方阵 ⇐⇒ ∃f(λ) ∈ R[λ], s.t. AT = f(A)

证明 (⇐=) : 若 AT = f(A)，则

AAT = Af(A) = f(A)A = ATA

(=⇒) : 以下我们给出具体构造，将 A 看作复方阵，由 A 是规范方阵知，它酉相似于对角阵（课本 P392
定理 4），即存在 n 阶酉方阵 U, s.t.

A = U∗


λ1In1

. . .
λtInt

U
def
= U∗DU

因为 D∗ = diag(λ1In1
, · · · , λtInt

)，考虑

fi(λ) =
∏
j ̸=i

λ− λj

λi − λj

, f(λ) =
n∑

i=1

λifi(λ) =
t∑

i=1

λi

∏
j ̸=i

λ− λj

λi − λj

则 fi(λj) = δij , i 6= j =⇒ f(λi) = λi，进而

f(A) = f(U∗DU) = U∗f(D)U

= U∗


f(λ1)In1

. . .
f(λt)Int

U

= U∗


λ1In1

. . .
λtInt

U

= U∗D∗U = A∗

设 f(λ) =
n∑

i=0

aiλ
i，设 ai = bi + cdi，考虑 g(λ) =

n∑
i=0

biλ
i, h(λ) =

n∑
i=0

ciλ
i，则 f(λ) = g(λ) + ih(λ)，故

f(A) = g(A) + ih(A)

但是 A 是实方阵，对比实部可得 f(A) = g(A)，所以取 g(λ) ∈ R[λ]，则 AT = f(A) = g(A) □

习题 7 (P342,T6) 设 α = β + iγ 是实规范方阵 A 的属于特征值 λ 的特征向量，其中 β, γ 是实向量，

证明：

(1) α 是 AT 的属于特征值 λ 的特征向量

(2) 当 λ /∈ R 时，β, γ 正交，且范数相等

证明 (1). 定义 n 维 Euclid 空间上的线性变换

A : V −→ V

x 7−→ Ax

则 A 在 {e1, · · · , en} 下的矩阵为 A（其中 e1 = (1, 0, · · · , 0)，其余类似），所以 A 是规范变换，且

A∗(e1, · · · , en) = (e1, · · · , en)AT，即 A ∗x = ATx
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依题意有 A α = Aα = λα，考虑上题中的 AT = f(A)，则

ATα = f(A)α = f(λ)α
f(λ)=λ
====== λα

(2). 设 λ = x+ iy, y 6= 0，则将 α = β + iγ, λ = x+ iy 代入 Aα = λα,ATα 可得

A(β + iγ) = (x+ iy)(β + iγ)

= (xβ − yγ) + i(xγ + yβ)

AT (β + iγ) = (x− iy)(β + iγ)

= (xβ + yγ) + i(xγ − yβ)

对比实部和虚部可得 Aβ = xβ − yγ

Aγ = xγ + yβ

ATβ = xβ + yγ

ATγ = xγ − yβ

考虑 B = 1
y
(A− xI)，显然 B 也是规范方阵，定义线性变换

B : V −→ V

x 7−→ Bx

则它是规范变换，且 B∗x = BTx，又因为Bβ = 1
y
(A− xI)β = −γ

Bγ = 1
y
(A− xI)γ = β

BTβ = 1
y
(AT − xI)β = γ

BTγ = 1
y
(AT − xI)γ = −β

由 B 是规范变换知
〈γ, β〉 =

⟨
γ,−BT (γ)

⟩
= −〈γ,B∗(γ)〉

= −〈B(γ), γ〉 = −〈β, γ〉

故 β, γ 正交，此外

||β||2 = 〈β, β〉 = 〈B(γ), β〉 = 〈γ,B∗(β)〉 =
⟨
γ,BTβ

⟩
= 〈γ, γ〉 = ||γ||2

即 ||β|| = ||γ|| □

习题 8 (P347,T2) 设 α, β 是 n 维 Euclid 空间 V 的向量，||α|| = ||β||，证明：存在正交变换
A , s.t. A (α) = β

证明 若 α = β = 0，则命题平凡成立，以下假设 α, β 不为零

Case 1. 若 α, β 线性相关

则由 ||α|| = ||β|| 知，α = ±β，我们取 A = I 或 A : x 7→ −x 即可

Case 2. 若 α, β 线性无关

取 e1 = α
||α|| , f1 = β

||β||，将 e1 扩充为 V 的一组标准正交基 {e1, · · · , en}，将 f1 扩充为 V 的一组标

准正交基 {f1, · · · , fn}，定义线性变换

A (e1, · · · , en) = (f1, · · · , fn)

则 A 把标准正交基映为标准正交基，故 A 是正交变换，且

A (α) = A (||α||e1) = ||α||A (e1) = ||α||f1 = β

4



第十六周作业答案 MATH1010.01

□

习题 9 (P347,T3) 设 α1, α2 与 β1, β2 是 n 维 Euclid 空间 V 的两对向量，||αi|| = ||βi||, i = 1, 2，且

向量 α1, α2 的夹角等于向量 β1, β2 的夹角，求证：存在正交变换 A，使得 A (α1) = β1,A (α2) = β2

证明 以下假设 αi, βi 均不为零，且 α1, α2 线性无关，否则退化到上题的情形，命题平凡成立

由 α1, α2 线性无关以及向量 α1, α2 的夹角等于向量 β1, β2 的夹角知，β1, β2 也线性无关，我们对

{α1, α2}, {β1, β2} 进行 Schmidt 正交化γ1 = α1

γ2 = α2 − ⟨α2,γ1⟩
⟨γ1,γ1⟩ γ1

,

e1 =
γ1

||γ1||

e2 =
γ2

||γ2||δ1 = β1

δ2 = β2 − ⟨β2,δ1⟩
⟨δ1,δ1⟩ δ1

,

f1 =
δ1

||δ1||

f2 =
δ2

||δ2||

则我们可以将 {e1, e2}, {f1, f2} 分别扩充为 V 的两组标准正交基 {e1, · · · , en}, {f1, · · · , fn}，定义线性变
换

A (e1, · · · , en) = (f1, · · · , fn)

则 A 把标准正交基映为标准正交基，故 A 是正交变换，且

A (α1) = A (||α1||e1) = ||β1||A (e1) = ||β1||f1 = β1

由向量 α1, α2 的夹角等于向量 β1, β2 的夹角知，||γ2|| = ||δ2||，所以

A (α2) = A

(
γ2 +

〈α2, γ1〉
〈γ1, γ1〉

γ1

)
= A (||γ2||e2) +

〈α2, γ1〉
〈γ1, γ1〉

A (||γ1||e1)

= ||γ2||f2 +
〈α2, γ1〉
〈γ1, γ1〉

||γ1||f1 = ||δ2||f2 +
〈β2, δ1〉
〈δ1, δ1〉

δ1 = β2

□

习题 10 (P347,T4) 设 α1, · · · , αk 与 β1, · · · , βk 是 n 维 Euclid 空间 V 的两组向量，证明：存在满足

A (αi) = βi, 1 ≤ i ≤ k 的正交变换 A 的充分必要条件是这两组向量的 Gram 方阵相等

证明 (=⇒) : 由正交变换保内积知 〈αi, αj〉 = 〈βi, βj〉 , ∀1 ≤ i, j ≤ k，即它们的 Gram 方阵的对应元素相
等，故 Gram 方阵相等

(⇐=) : 由对应 Gram 方阵相等知，〈αi, αj〉 = 〈βi, βj〉 , ∀1 ≤ i, j ≤ k，我们不妨假设 α1, · · · , αk 线性

无关，否则可以退化为 k − 1 的情形，用数学归纳法即证，则此时由 P320,T6 知 β1, · · · , βk 也线性无关

我们通过 Schmidt正交化将 {α1, · · · , αk}化为 {ξ1, · · · , ξk}，再归一得到 {e1, · · · , ek}，对 {β1, · · · , βk}
同理进行 Schmidt 正交化得到 {η1, · · · , ηk}，再归一得到 {f1, · · · , fk}，再将 {e1, · · · , ek}, {f1, · · · , fk} 分
别扩张为 V 的两组标准正交基 {e1, · · · , en}, {f1, · · · , fn}，定义线性变换

A (e1, · · · , en) = (f1, · · · , fn)
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则 A 把标准正交基映为标准正交基，故 A 是正交变换，回顾 Schmidt 正交化的过程，因为ξk = αk − ⟨αk,ξk−1⟩
⟨ξk−1,ξk−1⟩ξk−1 − ⟨αk,ξk−2⟩

⟨ξk−2,ξk−2⟩ξk−2 − · · · − ⟨αk,ξ1⟩
⟨ξ1,ξ1⟩ ξ1

ηk = βk − ⟨αk,ηk−1⟩
⟨ηk−1,ηk−1⟩ξk−1 − ⟨αk,ηk−2⟩

⟨ηk−2,ηk−2⟩ηk−2 − · · · − ⟨αk,η1⟩
⟨η1,η1⟩ η1

因为在计算 ξi, ηi 的模长时，出现的 〈αi, αj〉 可以用等号等于 〈βi, βj〉，所以不难看出 ||ξi|| = ||ηi||，进而
可以得到 A (αi) = βi □
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