
第十五周作业答案

涂嘉乐

2025 年 12 月 31 日

习题 1 (P320,T1)设 R2是所有 2维实行向量的集合连同标准内积构成的 2维 Euclid空间，A =
(
aij

)
是 2 阶实对称方阵，定义 fA(x, y) = xAyT，其中 x, y ∈ R2，证明：二元实函数 fA(x, y) 是内积

⇐⇒ a11 > 0, a22 > 0, det(A) > 0

证明 (=⇒) : 取 e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)，由 fA(x, y) 是内积知fA(e1, e1) = a11 > 0

fA(e2, e2) = a22 > 0

再取 x = (t, 1), t ∈ R，则

fA(x, x) =
(
t 1

)(a11 a12

a21 a22

)(
t

1

)
= a11t

2 + (a12 + a21)t+ a22 > 0, ∀t ∈ R

进而关于 t 的二次函数判别式为负，即

(a12 + a21)
2 − 4a11a22 < 0

a12=a21=====⇒ a11a22 − a212 > 0

即 det(A) > 0

(⇐=) : 容易验证 fA 满足对称性（对一个数取转置仍为这个数）和双线性性（矩阵乘法的双线性性），

因此只需验证 fA(x, y) 满足非负性，假设存在 0 ̸= x = (x1, x2), s.t. fA(x, x) ≤ 0，由 x ̸= 0，不妨设 x2 ̸= 0，

由线性性可不妨设 x = (t, 1)，则

fA(x, x) = a11t
2 + (a12 + a21)t+ a22 ≤ 0

由 a11 > 0 知，该二次函数的判别式非负，即

(a12 + a21)
2 − 4a11a22 ≥ 0

a12=a21=====⇒ det(A) = a11a22 − a12a21 ≤ 0

这与 det(A) > 0 矛盾！ □

习题 2 (P320,T2) R2 的意义同上题，设 x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R2，R2 的标准内积记为

⟨x, y⟩ = x1y1 + x2y2

定义 R2 上的线性变换 A 如下：对于 x = (x1, x2) ∈ R2，令 A (x) = (−x2, x1)，构造 R2 的一个内

积 [x, y]，使得对任意 x ∈ R2，均有 [x,A (x)] = 0
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证明 集中注意力后发现：我们只需取 R2 上的标准内积即可，因为

⟨(x1, x2), (−x2, x1)⟩ = −x1x2 + x1x2 = 0, ∀x = (x1, x2) ∈ R2

□

习题 3 (P320,T5) 证明：
(1) n 维 Euclid 空间 V 中向量 α, β 正交的充要条件是

||α+ β||2 = ||α||2 + ||β||2

(2) 设 α, β ∈ V, ||α|| = ||β||，则向量 α+ β, α− β 正交

(3)（平行四边形法则）设 α, β ∈ V，则

||α+ β||2 + ||α− β||2 = 2||α||2 + 2||β||2

证明 (1). 因为

||α+ β||2 = ⟨α+ β, α+ β⟩

= ⟨α, α⟩+ 2 ⟨α, β⟩+ ⟨β, β⟩

= ||α||2 + 2 ⟨α, β⟩+ ||β||2

所以 α, β 正交 ⇐⇒ ⟨α, β⟩ = 0 ⇐⇒ ||α+ β||2 = ||α||2 + ||β||2

(3) 因为

||α+ β||2 + ||α− β||2 = ⟨α+ β, α+ β⟩+ ⟨α− β, α− β⟩

= [⟨α, α⟩+ 2 ⟨α, β⟩+ ⟨β, β⟩] + [⟨α, α⟩ − 2 ⟨α, β⟩+ ⟨β, β⟩]

= 2 ⟨α, α⟩+ 2 ⟨β, β⟩ = 2||α||2 + 2||β||2

(2) 因为 ||(α+ β) + (α− β)||2 = ||2α||2 = 4||α||2 = 2||α||2 + 2||β||2

||α+ β||2 + ||α− β||2 = 2||α||2 + 2||β||2

由 (1) 知 α+ β, α− β 正交 □

习题 4 (P320,T6) 证明：n 维 Euclid 空间 V 中的向量 α1, · · · , αn 线性无关的充分必要条件是，它

们的 Gram 方阵 G(α1, · · · , αn) =
(
⟨αi, αj⟩

)
n×n
可逆，其中 ⟨α, β⟩ 是 V 的内积

证明 (⇐=) : 若
(
⟨αi, αj⟩

)
n×n
可逆，则它的列向量组线性无关，即

ξ1
def
=


⟨α1, α1⟩
⟨α2, α1⟩

...
⟨αn, α1⟩

 , · · · , ξn
def
=


⟨α1, αn⟩
⟨α2, αn⟩

...
⟨αn, αn⟩


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设 ∃λ1, · · · , λn, s.t.
n∑

i=1

λiαi = 0，则

〈
n∑

j=1

λjαj , αi

〉
=

n∑
j=1

λj ⟨αj , αi⟩ , ∀1 ≤ i ≤ n

因此

λ1ξ1 + · · ·+ λnξn = λ1


⟨α1, α1⟩
⟨α2, α1⟩

...
⟨αn, α1⟩

+ · · ·+ λn


⟨α1, αn⟩
⟨α2, αn⟩

...
⟨αn, αn⟩

 =



n∑
j=1

λj ⟨αj , α1⟩
n∑

j=1

λj ⟨αj , α2⟩

...
n∑

j=1

λj ⟨αj , αn⟩


= 0

由 ξ1, · · · , ξn 线性无关知，λ1 = · · · = λn = 0，故 α1, · · · , αn 线性无关

(=⇒) : 假设 ∃λ1, · · · , λn, s.t.
n∑

i=1

λiξi = 0，则

0 = λ1ξ1 + · · ·+ λnξn = λ1


⟨α1, α1⟩
⟨α2, α1⟩

...
⟨αn, α1⟩

+ · · ·+ λn


⟨α1, αn⟩
⟨α2, αn⟩

...
⟨αn, αn⟩

 =



n∑
j=1

λj ⟨αj , α1⟩
n∑

j=1

λj ⟨αj , α2⟩

...
n∑

j=1

λj ⟨αj , αn⟩


进而对 ∀1 ≤ i ≤ n 有

n∑
j=1

λj ⟨αj , αi⟩ = 0 =⇒

〈
n∑

j=1

λjαj , αi

〉
= 0

所以 〈
n∑

j=1

λjαj ,
n∑

i=1

λiαi

〉
=

n∑
i=1

λi

〈
n∑

j=1

λjαj , αi

〉
= 0

由内积的非负性知
n∑

j=1

λjαj = 0，再由 α1, · · · , αn 线性无关知 λ1 = · · · = λn = 0，进而 ξ1, · · · , ξn 线性无

关，故
(
⟨αi, αj⟩

)
n×n
可逆 □

习题 5 (P327,T1,Bessel 不等式) 设 α1, · · · , αk 是 n 维 Euclid 空间 V 的一组两两正交的单位向量，

α ∈ V，并记 ai = ⟨α, αi⟩ , i = 1, 2, · · · , k，证明

k∑
i=1

|ai|2 ≤ ||α||2

并且向量 β = α−
k∑

i=1

aiαi 与每个向量 αi, i = 1, 2, · · · , k 都正交

证明 我们将 α1, · · · , αk 扩充为 V 的一组单位正交基（先扩充为一组基，再 Schmidt 正交化），设 α 在

这组基下可表示为 α =
n∑

i=1

λiαi 则 λi = ⟨α, αi⟩，即

α =

n∑
i=1

⟨α, αi⟩αi
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所以

||α||2 =
n∑

i=1

| ⟨α, αi⟩ |2 ≥
k∑

i=1

| ⟨α, αi⟩ |2 =
k∑

i=1

|ai|2

〈
α−

k∑
i=1

aiαi, αi

〉
= ⟨α, αi⟩ − ai = 0 =⇒ β ⊥ αi, ∀1 ≤ i ≤ k

□

习题 6 (P327,T2) 设 {α1, · · · , αn} 是 n 维 Euclid 空间 V 的一组向量，证明下面命题等价

(1) {α1, · · · , αn} 是 V 的标准正交基

(2) (Parseval 等式) 对 ∀α, β ∈ V

⟨α, β⟩ =
n∑

i=1

⟨α, αi⟩ ⟨αi, β⟩

(3) 对 ∀α ∈ V

||α||2 =
n∑

i=1

| ⟨α, αi⟩ |2

证明 (1) =⇒ (2)：由 {α1, · · · , αn} 是 V 的标准正交基，同上题推理可知

α =
n∑

i=1

⟨α, αi⟩αi, β =
n∑

i=1

⟨β, αi⟩αi

因此

⟨α, β⟩ =

〈
n∑

i=1

⟨α, αi⟩αi,
n∑

j=1

⟨β, αj⟩αj

〉

=

n∑
i,j=1

⟨α, αi⟩ ⟨αj , β⟩ ⟨αi, αj⟩

=
n∑

i,j=1

⟨α, αi⟩ ⟨αj , β⟩ δij

= ⟨α, β⟩ =
n∑

i=1

⟨α, αi⟩ ⟨αi, β⟩

(2) =⇒ (3)：取 β = α，则

||α||2 = ⟨α, α⟩ =
n∑

i=1

⟨α, αi⟩ ⟨αi, α⟩ =
n∑

i=1

| ⟨α, αi⟩ |2

(3) =⇒ (1)：取 α = αj，则

||αj ||2 =
n∑

i=1

| ⟨αj , αi⟩ |2 = ||αj ||2 +
∑
i ̸=j

| ⟨αi, αj⟩ |2

进而 ∀j ̸= i, ⟨αi, αj⟩ = 0，我们需要排除某个 αi 为零的情况，不妨设 α1 = 0，则 αi ̸= 0, ∀2 ≤ i ≤ n，此

时我们断言断言断言：α2, · · · , αn 线性无关
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Proof Of Claim : 设
n∑

i=2

λiαi = 0，两边同时与 αj , 2 ≤ j ≤ n 作内积可得

0 =

〈
αj ,

n∑
i=2

λiαi

〉
= λj ||αj ||2 =⇒ λj = 0

进而它们线性无关，故我们可以将 {α2, · · · , αn} 扩充为 V 的一组正交基 {e1, α2, · · · , αn}，则

||e1||2 =
n∑

i=1

| ⟨e1, αi⟩ |2 = | ⟨e1, 0⟩ |2 +
n∑

i=2

| ⟨e1, αi⟩ |2 = 0

这与 e1 是一组基中的元素矛盾！因此 α1 ̸= 0，即 α1, · · · , αn 全不为零，且两两正交，重复刚才的断言可

以证明 α1, · · · , αn 线性无关，因此它为 V 的一组正交基，接下来只需证明它们的模长为 1

由它们是一组基知，对 ∀α ∈ V，可设 α =
n∑

i=1

µiαi，则 ⟨α, αi⟩ = µi||αi||2，故利用 (2) 的条件以及直

接展开可得 
||α||2 =

n∑
i=1

µ2
i ||αi||2

||α||2 =
n∑

i=1

| ⟨α, αi⟩ |2 =
n∑

i=1

µ2
i ||αi||4

我们取 µj = 0, ∀j ̸= i, µi = t, t ̸= 0，即 α = tαi，则

t2||αi||2 = t2||αi||4 =⇒ ||αi|| = 1

所以 {α1, · · · , αn} 是 V 的标准正交基 □

为了证明 P327T6，我们首先证明 P327T5

习题 7 (P327,T5) 设 {ξ1, ξ2, · · · , ξn} 是 n 维 Euclid 空间 V 的一组标准正交基，向量 αj ∈ V

在这组基下的坐标为 xj = (xj1, · · · , xjn)
T , j = 1, 2, · · · , n，向量组 {α1, · · · , αn} 的 Gram 方阵为

G(α1, α2, · · · , αn) =
(
⟨αi, αj⟩

)
n×n
，证明：

det
(
G(α1, · · · , αn)

)
= det

(
xij

)2

证明 依题意有

αi = ξ1xj1 + · · ·+ ξnxjn = (ξ1, · · · , ξn)xj

记 X =
(
xij

)
n×n
，则

(α1, · · · , αn) = (ξ1, · · · , ξn)


x11 · · · xn1

...
...

x1n · · · xnn

 = (ξ1, · · · , ξn)XT

因为 ξ1, · · · , ξn 是一组标准正交基，所以它的 Gram 矩阵是单位阵，由课本 P315 定理 3 知

G(α1, · · · , αn) = (XT )TG(ξ1, · · · , ξn)XT = XXT

两边同时取行列式即证 □

5
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习题 8 (P327,T6) 设 {α1, · · · , αn} 是 n 维 Euclid 空间 V 的一组基，对 {α1, · · · , αn} 施行 Gram-
Schmidt 正交化得到的正交向量组记为 {β1, · · · , βn}，证明：

||βj ||2 =
degG(α1, · · · , αj)

detG(α1, · · · , αj−1)
, j = 1, 2, · · · , n

其中约定零个向量的 Gram 方阵的行列式为 1

证明 我们有

βk = αk −
⟨αk, βk−1⟩
⟨βk−1, βk−1⟩

βk−1 −
⟨αk, βk−2⟩
⟨βk−2, βk−2⟩

βk−2 − · · · − ⟨αk, β1⟩
⟨β1, β1⟩

β1

写成矩阵形式即

(
α1 α2 · · · αn

)
=
(
β1 β2 · · · βn

)

1 ⟨α2,β1⟩

⟨β1,β1⟩ · · · ⟨αn,β1⟩
⟨β1,β1⟩

0 1 · · · ⟨αk,β2⟩
⟨β2,β2⟩

...
...

...
0 0 · · · 1


将 βi 进行单位化得到 ξi =

βi

||βi||，则 {ξ1, · · · , ξn} 是 V 的标准正交基，且

(
β1 β2 · · · βn

)
=
(
ξ1 ξ2 · · · ξn

)

||β1||

||β2||
. . .

||βn||


代入上式即得

(
α1 α2 · · · αn

)
=
(
ξ1 ξ2 · · · ξn

)

||β1||

||β2||
. . .

||βn||




1 ⟨α2,β1⟩

⟨β1,β1⟩ · · · ⟨αn,β1⟩
⟨β1,β1⟩

0 1 · · · ⟨αk,β2⟩
⟨β2,β2⟩

...
...

...
0 0 · · · 1



=
(
ξ1 ξ2 · · · ξn

)

||β1|| ∗ · · · ∗

||β2|| · · · ∗
. . . ∗

||βn||


其中 ∗ 表示不重要的项，所以对于 ∀1 ≤ j ≤ n 有

(
α1 α2 · · · αj

)
=
(
ξ1 ξ2 · · · ξj

)

||β1|| ∗ · · · ∗

||β2|| · · · ∗
. . . ∗

||βj ||

 def
=
(
ξ1 ξ2 · · · ξj

)
Yj

6
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利用 T5 的结论，由于 {ξ1, · · · , ξr} 的“Gram 矩阵”为 Ir，则我们有

detG(α1, · · · , αj)

detG(α1, · · · , αj−1)
=

det2 Yj

det2 Yj−1

=

j∏
i=1

||βi||2

j−1∏
i=1

||βi||2
= ||βj ||2

□

习题 9 (P327,T7) 设 {α1, · · · , αn} 是 n 维 Euclid 空间 V 的一组向量，证明：

detG(α1, · · · , αn) ≤ ||α1||2||α2||2 · · · ||αn||2

等号成立当且仅当 α1, · · · , αn 两两正交或其中含有零向量；由此证明，如果 A =
(
aij
)
是 n 阶实方

阵，那么

(detA)2 ≤
n∏

i=1

n∑
j=1

a2ij

证明 我们首先排除两种平凡的情形：

Case 1. 若 α1, · · · , αn 中含有零向量，不妨设 α1 = 0，则 ⟨α1, αi⟩ = 0, ∀1 ≤ i ≤ n，所以 G(α1, · · · , αn)

的第一行全为零，故它的行列式为零，不等式平凡成立

Case 2. 若 α1, · · · , αn 线性相关，则由习题 4(P320,T6)知 G(α1, · · · , αn) 不可逆，故行列式为零，不

等式平凡成立

接下来可设 α1, · · · , αn 线性无关，因此它是 V 的一组基，我们对它进行 Gram-Schmidt 正交化后得
到正交向量组 {β1, · · · , βn}，即

βk = αk −
⟨αk, βk−1⟩
⟨βk−1, βk−1⟩

βk−1 −
⟨αk, βk−2⟩
⟨βk−2, βk−2⟩

βk−2 − · · · − ⟨αk, β1⟩
⟨β1, β1⟩

β1 (1)

（特别地有 β1 = α1）所以

||αk||2 =
∣∣∣∣∣∣∣∣⟨αk, β1⟩
⟨β1, β1⟩

β1 + · · ·+ ⟨αk, βk−1⟩
⟨βk−1, βk−1⟩

βk−1 + βk

∣∣∣∣∣∣∣∣2
= | ⟨αk, β1⟩ |2 + · · ·+ | ⟨αk, βk−1⟩ |2 + ||βk||2

≥ ||βk||2

(2)

（也可以理解为 βk 是 αk 在子空间 V (β1, · · · , βk−1) 的正交投影，故 ||βk|| ≤ ||αk||），由上题结论知

detG(α1, · · · , αn) = detG(α1) ·
n∏

i=2

detG(α1, · · · , αn)

detG(α1, · · · , αn−1)

= ||β1||2 ·
n∏

i=2

||βi||2 = ||β1||2 · · · ||βn||2

≤ ||α1||2||α2||2 · · · ||αn||2

若等号成立，则 (2)式中的不等号为等号，即 ⟨αk, βi⟩ = 0, ∀1 ≤ i ≤ k−1，代入 (1)式即 βk = αk, ∀1 ≤ k ≤ n，

即 α1, · · · , αn 两两正交；

7
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反之，若 α1, · · · , αn 两两正交，则

G(α1, · · · , αn) =


||α1||2

. . .
||αn||2

 =⇒ detG(α1, · · · , αn) =
n∏

i=1

||αi||2

考虑 Rn 上的标准内积（对应分量相乘再相加），将 A 用行向量表示，即

A =


α1

α2

...
αn


则

(detA)2 = detAdetAT = det




α1

α2

...
αn


(
αT
1 αT

2 · · · αT
n

)


= det


⟨α1, α1⟩ ⟨α1, α2⟩ · · · ⟨α1, αn⟩
⟨α2, α1⟩ ⟨α2, α2⟩ · · · ⟨α2, αn⟩

...
...

...
⟨αn, α1⟩ ⟨αn, α2⟩ · · · ⟨αn, αn⟩


= detG(α1, · · · , αn) ≤

n∏
i=1

||αi||2 =
n∏

i=1

n∑
j=1

a2ij

□

习题 10 (P327,T9) 设 O 是 n 阶正交方阵，而方阵 A = diag(a1, · · · , an)，证明：方阵 OA 的特征值

λ0 满足 m ≤ |λ0| ≤ M，其中

m = min{|aj | : 1 ≤ j ≤ n}, M = max{|aj | : 1 ≤ j ≤ n}

评价 在本章语境下，内积为实内积，因此我们认为这里的 O 是实方阵

证明 设 v = (x1, · · · , xn)
T 是 OA 的从属于特征值 λ0 的特征向量，即 OAv = λ0v，两边同时取共轭转置

可得（A∗ 表示 A 的共轭转置）v∗A∗O∗ = λ0v
∗，由 O 是实方阵知，O∗ = OT，此外 A∗ = diag(a1, · · · , an)，

所以

|λ0|2v∗v = v∗A∗O∗OAv = v∗A∗Av =
n∑

i=1

|xi|2|ai|2

而
n∑

i=1

|xi|2m2 ≤
n∑

i=1

|xi|2|ai|2 ≤
n∑

i=1

|xi|2M2

即

m
n∑

i=1

|xi|2 ≤ |λ0|2
n∑

i=1

|xi|2 ≤ M
n∑

i=1

|xi|2

8
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由 v ̸= 0 知
n∑

i=1

|xi|2 ̸= 0，所以 m ≤ |λ0| ≤ M □

习题 11 (P327,T15) 设 U,W 是 n 维 Euclid 空间 V 的子空间，证明

(U +W )⊥ = U⊥ ∩W⊥, (U ∩W )⊥ = U⊥ +W⊥

证明 (1). 根据定义显然有：若子空间 A ⊆ B，则 B⊥ ⊆ A⊥，则U ⊆ U +W =⇒ (U +W )⊥ ⊆ U⊥

W ⊆ U +W =⇒ (U +W )⊥ ⊆ W⊥
=⇒ (U +W )⊥ ⊆ U⊥ ∩W⊥

另一方面，若 v ∈ U⊥ ∩ W⊥，则 ∀u ∈ U, ∀w ∈ W, ⟨v, u⟩ = ⟨v, w⟩ = 0，则 ∀u + w ∈ U + W，有

⟨v, u+ w⟩ = ⟨v, u⟩+⟨v, w⟩ = 0，所以 v ∈ (U+W )⊥，即 U⊥∩W⊥ ⊆ (U+W )⊥，所以 U⊥∩W⊥ = (U+W )⊥

(2). 因为 (U⊥)⊥ = U，所以

(U ∩W )⊥ =
(
(U⊥)⊥ ∩ (W⊥)⊥

)⊥ (1)
=
(
(U⊥ +W⊥)⊥

)⊥
= U⊥ +W⊥

□

习题 12 (P327,T18) 设 Rn×n 是所有 n 阶实方阵集合连同内积 ⟨X,Y ⟩ = tr(XY T ) 构成的 Euclid 空
间，其中 X,Y ∈ Rn×n，求 Rn×n 中由纯量方阵生成的子空间 U 的正交补 U⊥

证明 因为 U = {cIn : c ∈ R}，In 为它的基，即 dimU = 1，所以 dimU⊥ = n2 − dimU = n2 − 1，因此

我们只需找到 Rn×n 中 n2 − 1 个满足 ⟨In, X⟩ = 0 的线性无关的方阵，因为

⟨In, X⟩ = tr(XT ) = tr(X) = 0

我们只需找到 n2 − 1 个迹为零的线性无关的矩阵，首先考虑 {Eij : 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j}，它们的迹都为零，
且共有 n(n− 1) 个，其次我们需要在对角元上做文章，考虑 {Eii −Ei+1,i+1 : 1 ≤ i ≤ n− 1}，它们的迹也
均为零，且有 n− 1 个

接下来证明 {Eij : 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j} ∪ {Eii − Ei+1,i+1 : 1 ≤ i ≤ n − 1} 线性无关，则它们就是 U⊥

的一组基，假设 ∃λij , i ̸= j, µk, 1 ≤ k ≤ n− 1 不全为零，使得

∑
i ̸=j

λijEij +
n−1∑
k=1

µk(Ekk − Ek+1,k+1) = 0

上式可以表示为 {Eij : 1 ≤ i, j ≤ n} 的线性组合，其中 Eij 的系数为

λij , i ̸= j

µ1, i = j = 1

−µn−1, i = j = n

µk − µk−1, 2 ≤ i = j ≤ n− 1

由 {Eij : 1 ≤ i, j ≤ n} 线性无关知上面的系数全为零，解得 λij = 0, µk = 0, ∀i ̸= j, ∀k，所以我们找到了

9
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U⊥ 的一组基，即

U⊥ = Span
(
{Eij : 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j} ∪ {Eii − Ei+1,i+1 : 1 ≤ i ≤ n− 1}

)
□

评价 实际上 U⊥ 就是迹为零的方阵全体，由本题我们知道迹为零的方阵张成的空间维数为 n2 − 1
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