
第十一周
, 第 十二 周作业答案

也247们
想法

, 用最小多项式无重根的 可对单化

证明 : 由 A
'
三亚 知

,
在 4上有

协 二州 为 一个鈋多项式

而 性人 以" 埏妙斗

故 相 无 重根
,
而最小多项式侧十凶

⇒ ,怃重根 故 脏化可对魤

( P247 、 区)

想法
, 考虑 了2,A.it

"

别
证明,

由于 N指数为 K
,
取线性空间 以 线性变换的

其中脏 心标准基下矩阵为N
, 则 A为幂䵚数前

的髂变换

二) 二 atk.si Akbto 但 A
'
一

大证 12 A》 … 分别为 一组 基
由于 12, 仅 … 好 了 个数为 n

故只需证明它们线性秤即可



苦 ko2tkt.tk ,
妳 : 0

两边用心作用 二) 化 的 二0 节的无冰。

再用的
作用 》 19元

西角 的作用》 k.to 故 仅,心 … 的怃关

故了 2,你… A咧为诅甚
故 在 你 ,心 的 1尠矩阵为

Üij
(特征的。 批。哦

是"们
都匙

证、 对 n 1日何,

当叫 时䠥成立

当 n时 成立
, 当 AE 怈

贼时

:D靴 叫性别
由于在 A : 0 =) 在刚0 ,

由 1日傩汉

五阶御阵 P.pl䏘(利



⇒娳有缴𡤃)
4) 苦 q.to, 目 彐 9件 0

,
在 soe 心

此时 取心 劫 - ai a,到
此时 QAG 适用 于 D 故当 叶时成立

③ q,北, T.to, 私吵 用 山的方法化为 D

4) a,北 且 业讲 , 边 训 , aFGjio.iq#,CAk0

二) 彐 巡到 sta.io
,
㳊 Q= 剧坛 ,

二) 6肶的《𢖾里 G.to
,
心倡 为 9,姚北

古心炒。 化为 4)
以上表明

, 在 4种情形下
,
A捌相似为医订

他们

可以对魤,

苦 A:P扪 Pt們 可送 ,
A-digln.is,

没 了Enj.IE沁, 𣲚州 为 尬有𠾵 ,

正义

Fij :P打 151 ⇒ F, 为 如 一 旧其

且有 A ,𠵯 = m i
'
啊 吐入 下,



dzUD-PAEI-PE-ynpt-DPE.jp纰啊
这表明 出与本在斯怀都对角 化,

他们)
证明 : 充分性 : 苦 A的特征后掤 ,

则 A特征多项式 为 左从必
^

aa ¢
特毽裥分解至理 以 性红们

必要性 : 许咃叮
"
… 兦州 为扯拰多项式

,

不水
两两硐

由特征根子裥分解起里

kkea.IN?@..@kecGkIy
靴可一䚟都 为 根向景则 比 二) 十阰明井

她们

结论:P制冰 以利= n的

证明 由于 乱中取组基 kn.fi

比手 比 A,8在 基 下矩阵为 A , 13,

则 有 A8 在庶 州 下矩阵 为 AB



由于 t.im蛐 是 线性之朋构

其中 4(d A 即在劝了 其下矩阵

只需证明

原 !㘩) →海

原㚵 Ax
这个钱生快射鹅 人啊

漩 州区) 中有天然组基 区, Ej 为 第濉置为1
其新谓为的和阵

而 䐀 = (! : 鼹词 , 日垵(𥺃 :)擓 :)
⑨…@G :D

即班月有和

AEijc.GG , 心为 地)的 挒客间

故 8绯山,䌪 = d法比䐐所,𥐙𥑬

di
,(云 (存傩(后, 品 , 一 、 下吵 t

i (由于舭都
十

映至不同的

di.GG/SPqlFnizn-. 砂 酢坤川

而纵死乱瞅可,欧洲 为 A的 列腥线生组合出来的韵维教

而 takhk 故 傩月 1豃为 k

⇒ di.CA傩你 可) = K

故 咋咋 nk
,
由 谁教过了 0侟人唦



证明 : 若们交摭 则 A的手轮子裥为怀的空间

由于 d为复线熪𢶤有特征𡥪用 记为 以

且 以为 13不变控间
, 而 B为比鰍壣

故有特征 向是 V
,
51131叭儿 , 而 比以

⇒ v为 A , 1了 公共特征 向量

我们 用旧 约法 证明 :

当叶时
,
显然成立。

当 n"时成立

当咷时

取 dv.ua 的 一个特征控间 以

列 以 为 dv.vn的礅空间。

若 以乱 , ydi.ms
由 旧们 假设 以中有 公共的的量

。

如心 叫 换钙 ,
处 以此 ,这是可以做到

软然 比江 以北
,
叫 kh

1为全体 d 的公共行的量

僦 Av 溉有公共的销量



如我们

证明 设 入 是M的特征值 且 兆兆为入的特征向量 ,即以冰 ,

必

在 腓 所两边同时和得到 怓=Mx: 入队 ,记以扣
则试化为 你对 ,

由于心 1他比 =7年经月中 : 化州么。1

维数学比。 因此,毗。可知 㸨佌 刘 学 仔的特征做入

的特征自量

(比55. 1

证明 : 必要性 :

ii. : 1 20,化
,一月创为坦基

。

我们 只需证明 它们线性矨 即可, 因为 di.vn
,

共 20 ,你… A
"
九 Ssn 日抚养ii.

_ 的
。

'

,
州 线悯天

则 性 可以被 120,我 , 一 、
胜法 生

没为 的。 : kotk.no t.tk,做。

这表明 120灬 的。) 为 2。生死的行环空间 谁数

而人生成的循环空间约数为 7
.
鸦 ",



故 仙 胑 肢。伪 胡基

则 Án 癿的大 -820- 9月20 -.-刮哦

救 脏基何日人 的。1 下矩阵为

Ii
充分性, 若 二 泪基 了2,水 、 刘 st

iii.劁
则 A队人

,
肥啊 … 他咋去

,
他小心,-_-

a.悋

而 由 可 生成的循环空间为 1 2㑜 胑 , 做
,

胑的门

而 Ǎh A的 可以由 121,胑 的,滚 出

故人城的循环空间为 吆 / 力 的
人 的小 L

t

到第二问 : ( 这里用 死如柱的型比较符法妖,但 我们提 走 一遍
Jada柚子型 的𣚦

必要生 : 苦A为俯不变换
,
由上问和 @摡月分解

彐街不自量力 , 在组基 仔 , … 2,1 下矩阵为 :

20讎膙455



A 䔋 ,

它的特征多项式为 㚳

ìi
_
撵的垒 入4絥4.ta.it。

由于 最小的济式 - 1 协, dgtgta
芳 g-< 十凶

,

没 rnxStbstx54tbMtbon@0-srng-stt4.tbAt.o
⇒ 2州人-1

251 . 十 byio
二) 2511 -_-纠了-.-经纱, 由 心和 州以

此有 此空间可以 由 行
,
抧

、
㭭 制生生成

从而 dikn 秕
,

故友矩阵的最怍或为丰禁

部性
,

他跌价的街

苦 最小多改成 一凶 二特征的巧式 妙

没

naktxkxhih-taxta.tn
胶) _

. 燃 ,
队 143两两日

一一 砢的咬成



根子空间分解,

kkdPiaD@kaCe.eked
注意 ; 其中 有个 比 12.铏为 凡不孪 子空间

考桧 对于 每个 " Aka𨮹》 为 化㸍上的线性变换

由于根挖句𨪚䋽证明过程 ,和

当批时 脚 为 雌冰 可连线生变护

(咖下证明过程,用到了

由于 M(伪 d的最恀城
化。比等式)

故 见刘为 𠳓御) 上最小多项式

我们 hni 对于每个i.dk) 为第零变换
令Aidka
Viikeya) 即 红为 目的关于脑的根子裥

取 比 伯基 n.ws 1

由于 1:
"

的为出的最小多项式

⇒ wj 的最小多项式为 随凶 Gsejc.tn
苦对于 每个 私, eini, 即 对于这组歁毓和,

上的最小多试不为 成议的话
,

取 t.es 中最大的吗 t.am
⇒ @dDGmt.tkMo 故 di的最小多项式

整除了 𣈴)

而 出最恀斑为唦
n.se

, 雅

故 定存在 2iGU.tt 2沩比的循环向量



现 由于 lig@kaG.ekdhn.it
刚刚证明对于每个 人 都为循环空间 ,

即 对于 每个 人 , 都有循环向量 2.EU ,

令 2= 2十五 大性 , 下证 妫山的循环向量

iii. 2为个循环向量
没2比的最小的坎式为 怓

则 比恌) ,
没悱 啝… 飗

苦 古 <m,

她)山 二 怭出 十 灿五十 叶 性池州在删

漩到 炒臥随川艳贱

二御 …𣊉飚魑则
由于 继袖壮0 因对 此做

向量

以及 当代的 胸在比为张线懒

故 试不为 0

由于 ku@ue.elt 为A不孪湖砟

且 t.DE Vi
故 与 比做的飘多斑秘

故址n =) 2的最小各项式为
㕳



于是,我们证明 了 : 在空间 比,是有 斯元权
,比

st 2的最小多项式为成

由 此
, 可名 书的小 A

"

小 线扶天

(苦不然 义的最小多
城上很严格小于 待啊

由于 dikn 故 以山小 d都为胡基
,

tl.itr

他们)
这里如果

"

马后炮
"

一下
,可以用不出标准型去条鸡用手刀

"

i.in



苦八八 八都不为零
, 则 挡可逆阵

苦 二 八 , 八二 0
,
把 所有 肶的 Tda块拿出来,取招

空间 ,为凡䵴间 ,剩余为
可逆的

我们 给出个 不用 死h标准型的证明

证明 老共takdak-lakdg-ksttal.LA吼
, 则 胋。 即 伪髂鞭

② 苦 人以胜利。妒火么 1嶼 、

则 证元

由于 去的州 坛的 ,
二)胙脞㬴 …

二) 水为群变换

⇒ k 不毗 比 妙

对于 与断
, 由于 di.CA佉州 二么岫𠳓1.刚

故 A 在去啦为可逆的
珍还吵

你 在 比刚㙽 (因㕳。㕽 。)

随们



则 可以逐字逐句 重复空间第一分魤明

山注意到
,
当 浅 时 作出 在 的 可逆线生变挟

故 dlu.it 最小多项式必为 陆凶 日 t.cn

轻纱 则 爋)出比
⇒贬 piip… 刚以 0
故 有飘的法式 队 碎 作品 觋对

与d最小多项式为 pi.in , 用痢

故dhjt最小多项式为胶,

他8
.

71 2)
010

ii.𠻺][渕 :

证明 : 求特征多项式 : 1入诽 心妙
方法 : 到这里, 直接可用 砒喊你型

, 取号嚩在此欺

矩阵为鬬
潮遮叮



当流还用 7uda标准型)
令 咋 比他吵 Ekedtt)
解 她如 得一个特征自量 (D
斛 逃如 你个特征艃 (幻
解 他可能 得到一个解们

⇒ 䂑世欢 叫䂳㶭
䂑断 : 独

,㗀了

令化渕 则附焧刑

即在基婣㶭 下鹧匡駵
记 》为《椥阵

,
叫 13𤫇班钉
记 0为遮了
的[器汀

则知油 井

随州



证明!由于 UGQ.dk 为骾变换 的儬湖分解

是 自循环湖为A 不的空间

即可㽗 谜》姓 避灿

⇒ di.hn Édn (瓲炒 -.-
而对于 北 下 有一组基,吐矩阵为医间

故 纵砂经纶刘 二

故相犯得dihdint.tk

(2) 这是 一个数数
"
问题

𦔒我们在第一𦛚𨈚 ,北 下矩阵为[只订
叫

,

脏 矩阵为

愿。9

i𪚩;门
j

⇒ di.UD-dihibinjtint.tk?.diGAIdin(IkAk)=njtitIt..-tC



代进去
法 么腓 Idi公训必 行 十

2jtit-tlsn-nhdi.GAtdikh.ch唦= 行

也69781
证明 : 若术为 循环变换

叫 王 小GV.se 中 的 …
, 䏖 线生张成儿

而 1小抄的,
胶

, 脬哵》 2
,

的
,
…的了

故祂线19张成几 二) 把循环

反之不成主
,
考虑 n 维钢化的男馟挟 9,9为坐标移公

㘅 :𠍆 ,

则 9在标准嚇阵为医订 了噝

苦炮循环 ,
由于㥗𩥅介故恅糊斯知许然门

⇒心比以 州 而 我们算 4淈;灯 么姓名 2

刔

故䊑" 故 反 之 不成之 !



女269 们

证明, 没 人
。
为 A 循环向量

,叫了
20
,

我 。 你刚为𦝁

8abototh-tth.li 地上 ,

其中 tbotbxtntb.it

下 证 13 : 十出 :

由 1非吵 ,
对于 kjEM.nl/

有 13的创 冰幽冰协20二 十此子则

可以沘 叶MAot.tt掐El

⇒ 13时MBNMBUt.tt 阝的𠴕
二比抄出 十M 协 的刘 t.tt切接

:-| UT, 忷 t.tt 扩出名切世
故 必 抛 井


