
第十周作业答案

涂嘉乐

2025 年 11 月 23 日

习题 1 (P223,T3) 设数域 F 上 n 维线性空间 V 上子空间 U,W 的直和，则对 ∀α ∈ V，存在唯一一

堆向量 α ∈ U, β ∈ V, s.t. α = β + γ，定义映射 A : V → V 如下

A : V −→ V

α = β + γ 7−→ β

映射 A 称为 V 沿子空间 W 在 U 上的投影变换，证明

(1) 投影变换是线性变换

(2) 线性变换 B : V → V 是投影变换 ⇐⇒ B 是幂等变换，即 B 满足 B2 = B

(3) 线性变换 B : V → V 是投影变换 ⇐⇒ I − B 是投影变换，其中 I 是单位映射

证明 (1). 对 ∀α1, α2 ∈ V，设 αi = βi + γi, i = 1, 2 为直和分解，则

A (λα1 + µα2) = A ((λβ1 + µβ2) + (λγ1 + µγ2))

= λβ1 + µβ2 = λA (α1) + µA (α2)

所以投影变换是线性变换

(2).(=⇒) : 若 B 是投影变换，则 ∃V 的子空间 U,W, s.t. V = U ⊕W，且对 ∀α ∈ V, α = β + γ, β ∈
U, γ ∈ W，有 B(α) = β，由于 β 的直和分解为 β = β + 0，所以

B2(α) = B(β) = β, ∀α ∈ V =⇒ B2 = B

(⇐=) :假设 B2 = B，由第九周作业的 P219,T3知，Im(B)∩Ker(B) = {0}，这说明 Im(B)+Ker(B)

是直和，注意到 Im(B)⊕ Ker(B) = Im(B) + Ker(B) ⊆ V，且

dimV = dim(Im(B)) + dim(Ker(B))
直和
==== dim(Im(B)⊕ Ker(B))

这就推出 V = Im(B) ⊕ Ker(B)，所以对 ∀α ∈ V，存在唯一的 β ∈ Ker(B), γ ∈ Im(B), s.t. α = β + γ，

又因为 γ ∈ Im(B)，我们可设 γ = B(δ)，则

B(α) = B(β) + B(γ) = B(γ) = B2(δ)
B2=B
= B(δ) = γ

所以 B 是投影变换

(3). 由 (2) 知，只需证明 B 是幂等变换 ⇐⇒ I − B 是幂等变换

(=⇒) : 若 B 是幂等变换，则

(I − B)2 = I − 2B + B2 = I − 2B + B = I − B
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(⇐=) : 若 I − B 是幂等变换，则 (I − B)2 = I − 2B + B2 = I − B =⇒ B2 = B □

习题 2 (P223,T8) 设 A : V → V 与 B : V → V 是幂等变换，即 A 2 = A ,B2 = B，证明

(1) Im(A ) = Im(B) ⇐⇒ A B = B,BA = A

(2) Ker(A ) = Ker(B) ⇐⇒ A B = A ,BA = B

证明 (1).(⇐=) : 因为 A B = B，所以 ∀β ∈ Im(B), ∃γ ∈ V, s.t. β = B(γ) = A (B(γ)) ∈ Im(A )，所以

Im(B) ⊆ Im(A )，同理由 BA = A 知 Im(A ) ⊆ Im(B)，故二者相等

(=⇒) : 若 Im(A ) = Im(B)，对 ∀α ∈ V，由于 A (α) ∈ Im(A ) = Im(B)，所以 ∃β ∈ V, s.t. A (α) =

B(β)，所以

A (α) = B(β)
B2=B
====== B2(β) = B(A (α)) = BA (α), ∀α ∈ V

B(β) = A (α)
A 2=A
====== A 2(α) = A (B(β)) = A B(β), ∀β ∈ V

所以 A = BA ,B = A B

(2).(⇐=) : 若 A B = A，则 ∀α ∈ Ker(A ),B(α) = B(A (α)) = 0，所以 α ∈ Ker(B) =⇒ Ker(A ) ⊆
Ker(B)，同理由 BA = B 知 Ker(B) ⊆ Ker(A )，故二者相等

(=⇒) : 对 ∀α ∈ V,A (α − A (α)) = A (α) − A 2(α) = 0，所以 α − A (α) ∈ Ker(A )，由上题知

V = Ker(A )⊕ Im(A )，故

α = [α− A (α)] + A (α)

为 α 在 V = Ker(A )⊕ Im(A ) 下的直和分解，同理 α 在 V = Ker(B)⊕ Im(B) 有直和分解

α = [α− B(α)] + B(α)

由于 α− B(α) ∈ Ker(B) = Ker(A )，所以 A (α− B(α)) = 0，同理 B(α− A (α)) = 0，因此

A (α) = A ([α− B(α)] + B(α)) = A B(α), ∀α ∈ V

B(α) = B([α− A (α)] + A (α)) = BA (α), ∀α ∈ V

所以 A B = A ,BA = B □

习题 3 (P223,T11) 设 A ∈ Fn×n 满足 A2 = 0，证明：方阵 A 相似于方阵(
0 Mr×(n−r)

0 0

)

证明 设 Fn 的一组基为 {α1, · · · , αn}，定义线性变换

A (α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)A

设 rank(A) = r，由 dim(Im(A )) = rank(A) 知，可设 Im(A ) 的一组基为 {β1, · · · , βr}，将它扩充为 Fn

的一组基 {β1, · · · , βr, βr+1, · · · , βn}，由于 A2 = 0，所以

A 2(α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)A
2 = 0
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即 A 2 = 0，因此对 Im(A ) 的基 βi, 1 ≤ i ≤ r, ∃γi ∈ Fn, s.t. βi = A (γi)，所以

A (βi) = A (A (γi)) = A 2(γi) = 0, 1 ≤ i ≤ r

另一方面，对于 r+ 1 ≤ i ≤ n，由于 {β1, · · · , βr} 是 Im(A ) 的一组基，所以可设 A (βi) =
r∑

j=1

λ
(i)
j βj，所

以在基 {β1, · · · , βn} 下我们有

A (β1, · · · , βn) = (0, · · · , 0,
r∑

j=1

λ
(r+1)
j βj , · · · ,

(n)∑
j=1

λ
(i)
j βj)

= (β1, · · · , βn)



0 · · · 0 λ
(r+1)
1 · · · λ

(n)
1

...
...

...
...

0 · · · 0 λ
(r+1)
r · · · λ

(n)
r

0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
0 · · · 0 0 · · · 0


□

习题 4 (P229,T3) 设 A : V → V 是线性变换，0 6= α ∈ V，证明：V 中向量

α,A (α),A 2(α), · · · ,A k(α), · · ·

生成的子空间 U 是 A 的不变子空间，设 dimU = r，证明：{α,A (α), · · · ,A r−1(α)} 是 U 的基，求

A |U 在这组基下的方阵

证明 设 β ∈ U，则 ∃{i1, · · · , in} ⊆ N∗, λ1, · · · , λn ∈ F, s.t.

β = λ1A
i1(α) + · · ·+ λnA in(α) =⇒ A (β) = λ1A

i1+1(α) + · · ·+ λnA in+1(α) ∈ U

所以 U 是 A -不变子空间
由于 dimU = r，要证 {α,A (α), · · · ,A r−1(α)} 是 U 的基，只需证明它们线性无关，这里我们需要

之前学过的一个定理：{α1, · · · , αk} 线性相关 ⇐⇒ ∃2 ≤ m ≤ k, s.t. αm 可被 {α1, · · · , αm−1} 线性表示
假设 {α,A (α), · · · ,A r−1(α)}线性相关，则 ∃1 ≤ k ≤ r−1, s.t. A k(α)可被 {α,A (α), · · · ,A k−1(α)}

线性表示，即 ∃λ0, · · · , λk−1 ∈ F, s.t. A k(α) = λ0α+ λ1A (α) + · · ·+ λk−1A k−1(α)，因此

A k+1(α) = λ0A (α) + · · ·+ λk−2A
k−1(α) + λk−1A

k(α)

= λ0A (α) + · · ·+ λk−2A
k−1(α) + λk−1[λ0α+ λ1A (α) + · · ·+ λk−1A

k−1(α)]

即A k+1(α)可被 {α, · · · ,A k−1(α)}线性表示，由数学归纳法知 ∀m ∈ N∗,A m(α)均可被 {α, · · · ,A k−1(α)}
线性表示，进而 dim(U) ≤ k ≤ r − 1，这与题设矛盾！因此 {α,A (α), · · · ,A r−1(α)} 线性无关，是 U 的

一组基 □

习题 5 (P229,T5) 设 V 是 n 维复线性空间，A : V → V 是线性变换，证明：V 的每个子空间都是

A 的不变子空间 ⇐⇒ A 为纯量变换，即 A = λI , λ ∈ C
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证明 (⇐=) : 设 U ⊆ V 是子空间，设 U 的一组基为 {α1, · · · , αr}，则

A (a1α1 + · · ·+ arαr) = λa1α1 + · · ·+ λarαr ∈ U

所以 U 是 A -不变子空间
(=⇒) : 任取 V 的一组基 {β1, · · · , βn}，则 Vi

def
= Span{βi} = {aβi|a ∈ C} 是 V 的子空间，由于它是

A -不变子空间，所以 ∃λi ∈ C, s.t. A (βi) = λiβi，所以

A (β1, · · · , βn) = (β1, · · · , βn)


λ1

. . .
λn


接下来证明 λi = λj , ∀i 6= j，考虑 V 的子空间 Vij

def
= Span{βi + βj} = {a(βi + βj)|a ∈ C}，由它是 A -不

变子空间知，∃λij ∈ C, s.t. A (βi + βj) = λij(βi + βj)，又因为 A (βi + βj) = λiβi + λjβj，所以

(λi − λij)βi + (λj − λij)βj = 0 =⇒ λi = λj = λij

即 ∀i 6= j, λi = λj，所以 A (β1, · · · , βn) = (β1, · · · , βn)λIn 为纯量变换 □

习题 6 (P239,T11) 证明：准对角方阵的最小多项式等于每个对角块的最小多项式的最小公倍式

证明 设 A = diag(A1, · · · , Ak), di(λ) 为对角块 Ai 的最小多项式，记 d(λ) = lcm(d1(λ), · · · , dk(λ))，则

∃mi(λ), s.t. d(λ) = di(λ)mi(λ)，所以

d(A) =


d(A1)

. . .
d(Ak)

 =


m1(A1)di(A1)

. . .
mk(Ak)dk(Ak)

 = 0

设 A 的最小多项式为 d0(λ)，由上知 d0(λ) | d(λ)，又因为

0 = d0(A) =


d0(A1)

. . .
d0(Ak)

 =⇒ d0(Ai) = 0, ∀1 ≤ i ≤ k

所以 di(λ) | d0(λ), 1 ≤ i ≤ k =⇒ d(λ) = lcm(d1(λ), · · · , dk(λ)) | d0(λ)，又因为 d(λ), d0(λ) 均首一，所以

d0(λ) = d(λ) □

习题 7 (P239,T13(1)) 求下列方阵的特征多项式与最小多项式

A =



0 1

0 1
. . . . . .

0 1

a0 a1 a2 · · · an−1


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解 特征多项式：

φA(λ) = det(λIn −A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ −1

λ −1
. . . . . .

λ −1

−a0 −a1 −a2 · · · λ− an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
按最后一行展开
========= λn − an−1λ

n−1 − · · · − a1λ− a0

最小多项式：考虑 ei 为只有第 i 个元素为 1，其余元素为零的行向量，则

e1A =
(
1 0 · · · 0

)


0 1

0 1
. . . . . .

0 1

a0 a1 a2 · · · an−1


=
(
0 1 0 · · · 0

)
= e2

类似计算可得

e1A
2 = e2A = e3, · · · , e1An−1 = en−1A = en

e1A
n = enA =

(
0 0 · · · 1

)


0 1

0 1
. . . . . .

0 1

a0 a1 a2 · · · an−1


=
(
a0 a1 · · · an−1

)

设 d(λ) 为 A 的最小多项式，假设 deg(d(λ)) ≤ n − 1，则存在不全为零的 a0, · · · , an−2 ∈ C, s.t. d(λ) =
a0 + a1λ+ · · ·+ an−2λ

n−2 + λn−1，由 d(A) = 0 知

0 = e1d(A) = a0e1 + a1e1A+ · · ·+ an−2e1A
n−2 + e1A

n−1

= a0e1 + a1e2 + · · ·+ an−2en−1 + en

由 e1, · · · , en 线性无关知 a0 = · · · = an−2 = 0，这与它们不全为零的假设矛盾，进而 deg(d(λ)) = n，即

d(λ) = φA(λ) □

习题 8 (P239,T16) 取方阵 A ∈ Cn×n，定义映射 A : Cn×n → Cn×n 如下：设 X ∈ Cn×n，则令

A (X) = AX，证明：线性映射 A 的最小多项式等于方阵 A 的最小多项式

证明 考虑 Cn×n 的一组基 {Eij}1≤i≤n
1≤j≤n

，记 A =
(
aij

)
，则

AEij = a1iE1j + · · ·+ aniEnj =
n∑

k=1

akiEkj
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集中注意力，我们适当调整基 {Eij}1≤i≤n
1≤j≤n

的顺序，则 A 可表示为

A (E11, E21 · · · , En1, · · · , E1n, E2n · · · , Enn)

=(E11, E21 · · · , En1, · · · , E1n, E2n · · · , Enn)



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann
. . .

. . .
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann



=(E11, E21 · · · , En1, · · · , E1n, E2n · · · , Enn)


A

. . .
A



由前面的 P239,T11 知，A 的最小多项式等于


A

. . .
A

 的最小多项式，等于 A 的最小多项式 □

习题 9 (P239,T17) 设 A : V → V 是线性变换，U1, · · · , Uk 是线性变换 A 的不变子空间，V =

U1 ⊕ · · · ⊕ Uk，证明：线性变换 A 的最小多项式等于 A |U1
, · · · ,A |Uk

的最小多项式的最小公倍式

证明 这题翻译成矩阵语言就是前面的 P239,T11，设 Ui 的一组基为 {α(i)
1 , · · · , α(i)

ni }，设 A |Ui
在这组基

下的矩阵为 Ai，即 A |Ui
(α

(i)
1 , · · · , α(i)

ni ) = (α
(i)
1 , · · · , α(i)

ni )Ai，由直和知

{α(1)
1 , · · · , α(1)

n1
, · · · , α(k)

1 , · · · , α(k)
nk

}

是 V 的一组基，且 A 在这组基下的矩阵为 diag(A1, · · · , Ak)

因为 A |Ui
的最小多项式就是 Ai 的最小多项式，A 的最小多项式就是 diag(A1, · · · , Ak) 的最小多项

式，由 P239,T11 知 diag(A1, · · · , Ak) 的最小多项式为 A1, · · · , Ak 的最小多项式的最小公倍式 □

习题 10 (P248,T6) 设 n 维复线性空间 V 的线性变换 A 可对角化，且 U 是线性变换 A 的不变子

空间，证明：线性变换 A 在 U 上的限制 A |U 也是可对角化的

证明 由题知，存在 V 的一组基 {α1, · · · , αn}, s.t. A (α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)diag(λ1, · · · , λn)，我们设

dim(U) = r，设 {β1, · · · , βr} 为 U 的一组基，将它扩充为 V 的一组基 {β1, · · · , βn}，则由 U 是 A -不变
子空间知

A (β1, · · · , βn) = (β1, · · · , βn)

(
A11 A12

A22

)

6
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其中 A11 是 A |U 在基 β1, · · · , βr 下的 r× r 阶方阵，设基 (α1, · · · , αn)P = (β1, · · · , βn)，则 P 可逆，且

P

(
A11 A12

A22

)
P−1 = diag(λ1, · · · , λn)

考虑 P 的前 r 列构成的子矩阵 P̃，由 P 可逆知，它的前 r 列线性无关，故 rank(P̃ ) = r，进而存在某 r

行，使得 P̃ 的这 r 个行向量线性无关，设它们的行指标为 i1, · · · , ir，我们可以通过行变换（交换行）将
这 r 行换到第 1, 2, · · · , r 行，即存在置换矩阵 Q（可以表示为初等交换行矩阵的复合）s.t. QP̃ 的前 r 个

行向量线性无关

P =


p11 p12 · · · p1n

p21 p22 · · · p2n
...

...
...

pn1 pn2 · · · pnn

 , P̃ =


p11 p12 · · · p1r

p21 p22 · · · p2r
...

...
...

pn1 pn2 · · · pnr

 , QP̃ =



pi1,1 pi1,2 · · · pi1,r

pi2,1 pi2,2 · · · pi2,r
...

...
...

pir,1 pir,2 · · · pir,r

∗ ∗ ∗ ∗


考虑 (α̃1, · · · , α̃n)Q = (α1, · · · , αn)，则 (α̃1, · · · , α̃n) 实际上就是 (α1, · · · , αn) 进行重新排序，因此

A 在 (α̃1, · · · , α̃n) 下仍可对角化，即存在 λ1, · · · , λn 的对应重排 λ̃1, · · · , λ̃n, s.t.

A (α̃1, · · · , α̃n) = (α̃1, · · · , α̃n)diag(λ̃1, · · · , λ̃n)

因为 (β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)P = (α̃1, · · · , α̃n)QP，则

A (β1, · · · , βn) = (β1, · · · , βn)

(
A11 A12

A22

)

= (α̃1, · · · , α̃n)QP

(
A11 A12

A22

)

故

A (α̃1, · · · , α̃n) = (α̃1, · · · , α̃n)QP

(
A11 A12

A22

)
(QP )−1

即

QP

(
A11 A12

A22

)
= diag(λ̃1, · · · , λ̃n)QP

将 QP 写为分块形式 QP =

(
X11 X12

X21 X22

)
，由前分析以及矩阵乘法规则知 X11 就是 QP̃ 的前 r × r 阶子

矩阵，故 X11 可逆 (
X11 X12

X21 X22

)(
A11 A12

A22

)
= diag(λ̃1, · · · , λ̃n)

(
X11 X12

X21 X22

)

对比上式两端的左上角分块可得

X11A11 = diag(λ̃1, · · · , λ̃r)X11
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设 (γ1, · · · , γr) = (β1, · · · , βr)X
−1
11 ，则它是 U 的另一组基，且

A (γ1, · · · , γr) = A (β1, · · · , βr)X
−1
11 = (β1, · · · , βr)A11X

−1
11

= (γ1, · · · , γr)X11A11X
−1
11 = (γ1, · · · , γr)diag(λ̃1, · · · , λ̃r)

即 A |U 也可对角化 □
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