
第一、二周作业答案

涂嘉乐

2025 年 9 月 27 日

以下是第一、二周作业的参考答案，本次作业难度较大，大家不会做也千万不要自我怀疑与放弃，以

学会知识为最终目标，大家都是最棒的

习题 1 (P66 T5) 给定 n 阶方阵 A = (aij)，证明∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

a21 − a11 a22 − a12 · · · a2n − a1n

a31 − a11 a32 − a12 · · · a3n − a1n
...

... . . . ...
an1 − a11 an2 − a12 · · · ann − a1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
1≤i,j≤n

Aij

证明 注意到除去第一行外每一行都减去了 α = (a11, · · · , a1n)，我们希望还原为 A 的样子，使用升阶法

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

a21 − a11 a22 − a12 · · · a2n − a1n

a31 − a11 a32 − a12 · · · a3n − a1n
...

... . . . ...
an1 − a11 an2 − a12 · · · ann − a1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a11 a12 · · · a1n

0 1 1 · · · 1

0 a21 − a11 a22 − a12 · · · a2n − a1n

0 a31 − a11 a32 − a12 · · · a3n − a1n
...

...
... . . . ...

0 an1 − a11 an2 − a12 · · · ann − a1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

rl+r1========
∀3≤l≤n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a11 a12 · · · a1n

0 1 1 · · · 1

1 a21 a22 · · · a2n

1 a31 a32 · · · a3n
...

...
... . . . ...

1 an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 · · · 1

1 a11 a12 · · · a1n

1 a21 a22 · · · a2n

1 a31 a32 · · · a3n
...

...
... . . . ...

1 an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
对上式右边按第一行展开，再对展开后的每一个子行列式按第一列展开即得所证 □
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习题 2 (P66 T8) 给定 n 阶方阵 A = (aij)，证明∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n x1

a21 a22 · · · a2n x2

...
... . . . ...

...
an1 an2 · · · ann xn

y1 y2 · · · yn z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= z detA−

∑
1≤i,j≤n

Aijxiyj

证明 记 X = (x1, · · · , xn)
T , Y = (y1, · · · , yn)，则所求行列式即

∣∣∣∣∣A X

Y z

∣∣∣∣∣，利用行列式的某一列可加性，
我们将最后一列写为

(
X

0

)
+

(
0

z

)
，所以

∣∣∣∣∣A X

Y z

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣A 0

Y z

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣A X

Y 0

∣∣∣∣∣

=z detA+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n x1

a21 a22 · · · a2n x2

...
... . . . ...

...
an1 an2 · · · ann xn

y1 y2 · · · yn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
按最后一行展开
=========z detA+

n∑
i=1

(−1)n+1+iyi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1,i−1 a1,i+1 · · · a1n x1

a21 · · · a2,i−1 a2,i+1 · · · a2n x2

...
...

...
...

...
an1 · · · an,i−1 an,i+1 · · · ann xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
按最后一列展开
=========z detA+

n∑
i=1

(−1)n+1+iyi

n∑
j=1

(−1)j+nxiMij

=z detA−
n∑

i,j=1

(−1)i+jxiyjMij = z detA−
n∑

i,j=1

xiyjAij

□

习题 3 (P66 T9) 设 bij = (ai1 + · · ·+ ain)− aij , 1 ≤ i, j ≤ n，证明∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 · · · b1n

b11 b12 · · · b1n
...

... . . . ...
b11 b12 · · · b1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n−1(n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a11 a12 · · · a1n
...

... . . . ...
a11 a12 · · · a1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
如果 bij = (ai1 + · · ·+ ain)− kaij , 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i, j ≤ n，结论又怎样？
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证明 直接考虑 bij = (ai1 + · · ·+ ain)− kaij , 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i, j ≤ n 的情形

解法 I：我们记 si = ai1 + · · ·+ ain，注意到每列中有相同的 (s1, · · · , sn)T，则我们可以使用升阶法∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 · · · b1n

b11 b12 · · · b1n
...

... . . . ...
b11 b12 · · · b1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s1 − ka11 s1 − ka12 · · · s1 − ka1n

s2 − ka21 s2 − ka22 · · · s2 − ka2n
...

... . . . ...
sn − kan1 sn − kan2 · · · sn − kann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0

s1 s1 − ka11 s1 − ka12 · · · s1 − ka1n

s2 s2 − ka21 s2 − ka22 · · · s2 − ka2n
...

...
... . . . ...

sn sn − kan1 sn − kan2 · · · sn − kann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

第 i 列减去第 1 列
===========

2≤i≤n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 −1 · · · −1

s1 −ka11 −ka12 · · · −ka1n

s2 −ka21 −ka22 · · · −ka2n
...

...
... . . . ...

sn −kan1 −kan2 · · · −kann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=(−k)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1
k

1
k

· · · 1
k

s1 a11 a12 · · · a1n

s2 a21 a22 · · · a2n
...

...
... . . . ...

sn an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

第 1 列减第 i 列
==========

2≤i≤n+1
(−k)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− n
k

0 0 · · · 0

0 a11 a12 · · · a1n

0 a21 a22 · · · a2n
...

...
... . . . ...

0 an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=(1− n

k
)(−k)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a11 a12 · · · a1n
...

... . . . ...
a11 a12 · · · a1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解法 II（需要集中注意力）：注意到 bij 为矩阵 A 的第 i 行的除去第 j 个元素 aij 的全体元素相加，

这样的效果能通过除去第 j 个元素为 1− k，其余元素为 1 的列向量 (1, · · · , 1, 1− k, 1, · · · , 1) 产生，即
b11 b12 · · · b1n

b11 b12 · · · b1n
...

... . . . ...
b11 b12 · · · b1n

 =


a11 a12 · · · a1n

a11 a12 · · · a1n
...

... . . . ...
a11 a12 · · · a1n




1− k 1 · · · 1

1 1− k · · · 1

1 1
. . . 1

1 1 · · · 1− k


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两边同时取行列式即可得证，即我们只需计算矩阵 K 的行列式（可以通过初等变换来求，以下是一个较

为简单的方法），其中

K =


1− k 1 · · · 1

1 1− k · · · 1

1 1
. . . 1

1 1 · · · 1− k


而注意到

K =


1− k 1 · · · 1

1 1− k · · · 1

1 1
. . . 1

1 1 · · · 1− k

 =


1

1
...
1


(
1 1 · · · 1

)
− kIn

记 α = (1, 1, · · · , 1)T 利用 λn det(λIm −AB) = λm det(λIn −BA) 知

det(K) = (−1)n det(−K) = (−1)n det(kIn −αTα) = (−1)n|k − ααT | = (−1)n(k − n)kn−1

整理即证 □

习题 4 设 a1, · · · , an 是正整数，证明 n 阶行列式

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a21 · · · an−1
1

1 a2 a22 · · · an−1
2

...
...

... . . . ...
1 an a2n · · · an−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
能被 1n−12n−2 · · · (n− 2)2(n− 1) 整除

证明 我们首先证明下面的引理

引理 1 设 fk(x) 是 k 次多项式，1 ≤ k ≤ n− 1，则∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a21 · · · an−1
1

1 a2 a22 · · · an−1
2

...
...

... . . . ...
1 an a2n · · · an−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f1(a1) f2(a1) · · · fn−1(a1)

1 f1(a2) f2(a2) · · · fn−1(a2)
...

...
... . . . ...

1 f1(an) f2(an) · · · fn−1(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Proof Of Claim : 设 fn−1(a1) = a0 + a1x + · · · + an−1x

n−1，则将范德蒙行列式的第 n − 1 列乘以

an−2 加到最后一列，第 n − 2 行乘以 an−3 加到最后一列，以此类推，这样我们就将最后一列变成了

(fn−1(a1), · · · , fn−1(an))
T，同理再对倒数第二列，倒数第三列 · · · 进行操作，引理得证

回到本题，考虑组合数(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=⇒ n(n− 1) · · · (n− k + 1) = k!

(
n

k

)
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我们可以扩充组合数的定义，对于任意正整数 a，定义(
a

k

)
=

a(a− 1) · · · (a− k + 1)

k!

因此 k!
(
a
k

)
为关于 a 的 k 次多项式，所以我们可以使用引理∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a21 · · · an−1
1

1 a2 a22 · · · an−1
2

...
...

... . . . ...
1 an a2n · · · an−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a1(a1 − 1) · · · a1(a1 − 1) · · · (a1 − (n− 1) + 1)

1 a1 a1(a2 − 1) · · · a1(a2 − 1) · · · (a2 − (n− 1) + 1)
...

...
... . . . ...

1 an an(an − 1) · · · an(an − 1) · · · (an − (n− 1) + 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1!
(
a1

1

)
2!
(
a1

2

)
· · · (n− 1)!

(
a1

n−1

)
1 1!

(
a2

1

)
2!
(
a2

2

)
· · · (n− 1)!

(
a2

n−1

)
...

...
... . . . ...

1 1!
(
an

1

)
2!
(
an

2

)
· · · (n− 1)!

(
an

n−1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n−1∏
i=1

i!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
(
a1

1

) (
a1

2

)
· · ·

(
a1

n−1

)
1
(
a2

1

) (
a2

2

)
· · ·

(
a2

n−1

)
...

...
... . . . ...

1
(
an

1

) (
an

2

)
· · ·

(
an

n−1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
def
=

n−1∏
i=1

i! ·A

而 RHS 中行列式 A 的计算为整数的运算，故为整数，因此
n−1∏
i=1

i!

∣∣∣∣ ∆ □

习题 5 (P83 T1(5)) 计算行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a a · · · a a

−a x a · · · a a

−a −a x · · · a a
... . . . . . . . . . . . . ...
−a −a −a · · · x a

−a −a −a · · · −a x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

解 解法 I：考虑

f(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 t t t · · · t t

1 x a a · · · a a

1 −a x a · · · a a

1 −a −a x · · · a a
...

... . . . . . . . . . . . . ...
1 −a −a −a · · · x a

1 −a −a −a · · · −a x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= xt+ y

其中 x, y 待定（由行列式的定义式知，上面的行列式最高只含 t 的一次项），且 f(0) 即为所求行列式，
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接下来考虑 f(a) 和 f(−a)

f(a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a a a · · · a a

1 x a a · · · a a

1 −a x a · · · a a

1 −a −a x · · · a a
...

... . . . . . . . . . . . . ...
1 −a −a −a · · · x a

1 −a −a −a · · · −a x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

第 1 行减第 i 行
==========

2≤i≤n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a a a · · · a a

0 x− a 0 0 · · · 0 0

0 −2a x− a 0 · · · 0 0

0 −2a −2a x− a · · · 0 0
...

... . . . . . . . . . . . . ...
0 −2a −2a −2a · · · x− a 0

0 −2a −2a −2a · · · −2a x− a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=(x− a)n

类似操作可得 f(−a) = (x+ a)n，因此可以解得 f(0) = f(a)+f(−a)
2

= (x−a)2+(x+a)2

2

解法 II：记所求行列式为 ∆n，利用行列式的某一列可加性，将最后一列进行拆分

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a a · · · a 0

−a x a · · · a 0

−a −a x · · · a 0
... . . . . . . . . . . . . ...
−a −a −a · · · x 0

−a −a −a · · · −a x− a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a a · · · a a

−a x a · · · a a

−a −a x · · · a a
... . . . . . . . . . . . . ...
−a −a −a · · · x a

−a −a −a · · · −a a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=(x− a)∆n−1 +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a a · · · a a

−a x a · · · a a

−a −a x · · · a a
... . . . . . . . . . . . . ...
−a −a −a · · · x a

−a −a −a · · · −a a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

第 i 列加最后一列
===========

1≤i≤n
(x− a)∆n−1 +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ a 2a 2a · · · 2a a

0 x+ a 2a · · · 2a a

0 0 x+ a · · · 2a a
... . . . . . . . . . . . . ...
0 0 0 · · · x+ a a

0 0 0 · · · 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=(x− a)∆n−1 + a(x+ a)n−1
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这样我们就得到了 ∆n 的递推公式，接下来求 ∆n（好多同学写出来递推公式之后都把最终的表达式求错

了，有点可惜）

Case 1. 当 x = a 时，∆n = 2n−1an

Case 2. 当 x ̸= a 时，我们有

∆n

(x− a)n
=

∆n−1

(x− a)n−1
+

a

x− a

(
x+ a

x− a

)n−1

又因为 ∆1 = x，所以
∆n

(x− a)n
=

x

x− a
+

n∑
k=2

(
∆k

(x− a)k
− ∆k−1

(x− a)k−1

)
=

(x− a)2 + (x+ a)2

2

解法 II′：我们刚才是将最后一列进行拆分，如果我们将最后一行进行拆分，我们可以得到（大家自
己试一试）

∆n = (x+ a)∆n−1 − a(x− a)n−1

所以 ∆n = (x− a)∆n−1 + a(x+ a)n−1

∆n = (x+ a)∆n−1 − a(x− a)n−1

联立即可解得

∆n =
(x+ a)n + (x− a)n

2

□

习题 6 (P83 T1(19)) 计算行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1

−n x− 2 2

−(n− 1) x− 4
. . .

. . . . . . n− 1

−2 x− 2n+ 2 n

−1 x− 2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

解 记所求 n + 1 阶行列式为 ∆n+1(x) 注意到每一列元素相加均为 x − n，因此我们可以先考虑将从第

二行开始的每一行都加到第一行，再将从第三行开始的每一行都加到第二行，不断重复上述操作（将第

i+ 1 行开始的每一行加到第 i 行），则

7
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∆n+1(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− n x− n x− n · · · x− n x− n

−n x− 2 2

−(n− 1) x− 4
. . .

. . . . . . n− 1

−2 x− 2n+ 2 n

−1 x− 2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− n x− n x− n · · · x− n x− n

−n x− (n+ 1) x− n x− n x− n x− n

−(n− 1) x− 4
. . .

. . . . . . n− 1

−2 x− 2n+ 2 n

−1 x− 2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= · · · · · · · · ·

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− n x− n x− n · · · x− n x− n

−n x− (n+ 1) x− n · · · x− n x− n

−(n− 1) x− (n+ 2)
. . . x− n x− n

. . . . . . x− n x− n

−2 x− (2n− 1) x− n

−1 x− 2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
接下来，我们将第 n+ 1 列减去第 n 列，将第 n 列减去第 n− 1 列，· · · · · ·，将第 2 列减去第 1 列，则

∆n+1(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− n 0 0 · · · 0 0

−n x− 1 1 · · · 0 0

−(n− 1) x− 3
. . . 0 0

. . . . . . n− 2 0

−2 x− (2n− 3) n− 1

−1 x− (2n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x− n)∆n(x− 1)

因此所求行列式为

∆n+1(x) = (x− n)∆n(x− 1) = (x− n)[(x− 1)− (n− 1)]∆n−1(x− 2)

= (x− 1)n∆1(x− n) = (x− n)n+1

□

8
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习题 7 (P98 T3) 求出所有和 A 可交换的方阵

(1) A =


1 0 1

0 1 0

3 1 2



(2) A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0



解 (1) 简化计算：B 与 A 可交换 ⇐⇒ B 与 A − λIn 可交换，∀λ ∈ R，因此我们只需求与 A′ =

A− I =


0 0 1

0 0 0

3 1 1

 可交换的方阵即可，设 B = (bij)，对比 A′B = BA′ 的各元素可得

B =


a b c

0 a− 3b 0

3c c a+ c


(2) 设 B = (bij)，对比 AB = BA 的各元素可得

B =


a b c d

d a b c

c d a b

b c d a


□

习题 8 (P98 T9) 如果方阵 A 满足 A2 = I，则称 A 为对合，求出所有二阶对合方阵

证明 设 A =

(
a b

c d

)
，直接计算可得

(1) A = ±I2

(2) A = diag(1,−1), diag(−1, 1)

(3) A =

(
a b

1−a2

b
−b

)
, a ̸= ±1, b ̸= 0

习题 9 (P98 T18) 设 n 阶方阵 A 的每一行上恰有 2 个元素为 1，而其它元素为零，J 是元素全为

1 的 n 阶方阵，求出所有适合 A2 + 2A = 2J 的 n 阶方阵 A

解 首先由题意知 A 的每一行元素求和均为 2，而对 A 右乘 α = (1, 1, · · · , 1)T 可以产生对每一行元素

9
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求和的效果，故我们有

Aα =


2

2
...
2

 = 2α

再对 A2 + 2A = 2J 两边同时右乘 α ，即

A2α+ 2Aα = 2Jα

LHS = 2Aα+ 4α = 8α, RHS = 2nα，故 8 = 2n =⇒ n = 4

Claim：Claim：Claim：A 的对角元全为零

考虑 A2 的第 ii 元，它是 A 的第 i 行与第 i 列做内积所得，即

(A2)ii = ai1a1i + ai2a2i + ai3a3i + ai4a4i ≥ a2ii

假设存在 i ∈ {1, 2, 3, 4}, s.t. aii = 1，对比 A2 + 2A = 2J 两边的第 ii 元可得 (LHS)ii ≥ 1 + 2 = 3，而

(RHS)ii = 2，矛盾！故断言得证

因此 A 的第一行只能是 (0, 1, 1, 0), (0, 0, 1, 1), (0, 1, 0, 1)，结合 A2 + 2A = 2J 以及断言，A 只能是

以下三种情况 
0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 0 1

0 1 1 0

 ,


0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

 ,


0 0 1 1

0 0 1 1

1 1 0 0

1 1 0 0


□

习题 10 (P87 T6) 把 n 阶行列式

Y =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a11 −a12 · · · −a1n

−a21 λ− a22 · · · −a2n
...

... . . . ...
−an1 −an2 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
展开成 λ 的多项式，并用行列式 detA 的子式表示它的关于 λ 的各次幂的系数，其中 A = (aij)

引理 2 设 n 阶方阵 A = (aij) 的元素都是变量 x 的可微函数，则

d(det(A))
dx =

∑
1≤i,j≤n

daij
dx Aij

其中 Aij 是 aij 的代数余子式

10
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解 设展开的多项式为 f(λ)，将 f(λ) 在 λ = 0 处展开得

f(λ) = λn +
f (n−1)(0)

(n− 1)!
λn−1 + · · ·+ f ′′(0)

2!
λ2 +

f ′(0)

1!
λ+ f(0)

所以

f ′(λ) =
∑

1≤i,j≤n

dYij

dλ Aij =
∑

1≤i≤n

AY
ii (λ)

其中 AY
ii (λ) 表示 Y = λI −A 的第 ii 元的代数余子式，记 Aij 为 A 的第 ij 元的代数余子式，将 λ = 0

代入，而它是 n− 1 阶的，故 AY
ii (0) = (−1)n−1Aii，故

f ′(0) =
∑

1≤i≤n

AY
ii (0) = (−1)n−1

∑
1≤i≤n

Aii(0)

类似地，继续求导，令 λ = 0 可得

f ′′(0) =
∑

1≤i≤n

dAY
ii

dλ

∣∣∣∣
λ=0

= 2!(−1)n−2
∑

1≤i1<i2≤n

A

(
i1 i2

i1 i2

)

两点解释：

• 系数 (−1)n−2：因为作为矩阵，A

(
i1 i2

i1 i2

)
与 AY

(
i1 i2

i1 i2

)
差一个负号，而它们是 n− 2 阶的，故

取行列式时差 (−1)n−2

• 系数 2! 是因为 A

(
i1 i2

i1 i2

)
它表示 A 去除第 i1, i2 行，第 i1, i2 列所得矩阵的代数余子式，而它可

以先去掉第 i1 行、列，也可以先去掉第 i2 行、列，故 A

(
i1 i2

i1 i2

)
出现了 2! 次（类似地，之后的

k! 也是如此）

如此下去，我们可以得到

f (k)(0) = k!(−1)n−k
∑

1≤i1<···<ik≤n

A

(
i1 i2 · · · ik

i1 i2 · · · ik

)

则 λk 项的系数为 f(k)(0)
k!

□

习题 11 (P104 T4(3)) 计算行列式

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

12 22 32 · · · n2

n2 12 22 · · · 12

...
...

... . . . ...
22 32 42 · · · 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

11



第一、二周作业答案 MATH1010.01

解 记 f(x) = 12 + 22x+ 32x2 + · · ·+ n2xn−1 =
n−1∑
k=0

(k + 1)2xk，由课上习题可知所求行列式为

det(A) =
n−1∏
i=0

f(ωi)

其中 ω = e
2πi
n

这题我觉得求到这里就可以了，接下来演示一下怎么求 f(x) 的表达式，因为

1 + x+ · · ·+ xn =
xn+1 − 1

x− 1

两边同时求导

1 + 2x+ · · ·+ nxn−1 =

(
xn+1 − 1

x− 1

)′

两边同时乘以 x，再同时求导得

12 + 22x+ · · ·+ n2xn−1 =
(−2n2 − 2n+ 1)xn+1 + n2xn+2 + (n+ 1)2xn − x− 1

(x− 1)3

□

习题 12 (P104 T4(4)) 计算行列式

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an

−an a1 a2 · · · an−1

−an−1 −an a1 · · · an−2

...
...

... . . . ...
−a2 −a3 −a4 · · · a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

解 记

K =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

0 0 0
. . . 0

...
...

... . . . 0

−1 0 0 · · · 0


=

(
0 In−1

−1 0

)

则 K2 =

(
0 In−2

−I2 0

)
, · · ·Kn = −In，记 ξ1, · · · , ξn 为 xn+1 = 0的 n个根（更确切地说，ξk = e

(2k−1)2πi
2n ），

12
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考虑

B =



1 1 1 · · · 1

ξ1 ξ2 ξ3 · · · ξn

ξ21 ξ22 ξ23 · · · ξ2n
...

...
... . . . ...

ξn−1
1 ξn−1

2 ξn−1
3 · · · ξn−1

n


则容易验证

B−1KB =



ξ1

ξ2

ξ3
. . .

ξn


设 f(x) = a1 + a2x+ · · ·+ anx

n−1，则 A = f(K)，所以

B−1AB =

n∑
i=1

ai



ξi1

ξi2

ξi3
. . .

ξin


=



f(ξ1)

f(ξ2)

f(ξ3)
. . .

f(ξn)


因此 det(A) = det(B−1AB) =

n∏
i=1

f(ξi) □

评价 矩阵 B 到底是怎么来的？实际上由 Kn = −In 可知 K 的特征多项式为 f(x) = xn + 1（以后会

学），故 ξi, 1 ≤ i ≤ n 为 K 的特征值，而通过解线性方程组 (K − ξiIn)X = 0 可得，B 的第 i 列即为 ξi

所对应的特征向量

习题 13 (P104 T7) 适合 AAT = In = ATA 的 n 阶实方阵 A 称为正交的，证明

(1) 正交方阵的行列式等于 ±1

(2) 位于正交方阵的 k 个行上的所有 k 阶子式的平方和等于 1

证明 (1). 对 AAT = In 两边同时取行列式，利用 det(A) = det(AT ) 即得 det2(A) = 1 =⇒ det(A) = ±1

(2). 由 Binet-Cauchy 公式的推论知，对 ∀1 ≤ k ≤ n

1 = In

(
i1 i2 · · · ik

i1 i2 · · · ik

)
= AAT

(
i1 i2 · · · ik

i1 i2 · · · ik

)

=
∑

1≤j1<···<jk≤n

A

(
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

)
AT

(
j1 j2 · · · jk

i1 i2 · · · ik

)

=
∑

1≤j1<···<jk≤n

[
A

(
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

)]2

□

13



第一、二周作业答案 MATH1010.01

习题 14 (P104 T10) 设 A,B ∈ Fn×n，证明：方阵 AB 和 BA 的所有 k 阶主子式之和相等，由此

证明

det(λIn −AB) = det(λIn −BA)

证明 由 Binet-Cauchy 公式的推论知，对 ∀1 ≤ k ≤ n

∑
1≤i1<···<ik≤n

AB

(
i1 · · · ik

i1 · · · ik

)
=

∑
1≤i1<···<ik≤n

∑
1≤j1<···<jk≤n

A

(
i1 · · · ik

j1 · · · jk

)
B

(
j1 · · · jk

i1 · · · ik

)

=
∑

1≤i1<···<ik≤n

∑
1≤j1<···<jk≤n

B

(
j1 · · · jk

i1 · · · ik

)
A

(
i1 · · · ik

j1 · · · jk

)

=
∑

1≤j1<···<jk≤n

∑
1≤i1<···<ik≤n

B

(
j1 · · · jk

i1 · · · ik

)
A

(
i1 · · · ik

j1 · · · jk

)

=
∑

1≤j1<···<jk≤n

BA

(
j1 · · · jk

j1 · · · jk

)

即 AB 和 BA 的所有 k 阶主子式之和相等，再由 P87 T6 知 det(λIn −AB) = det(λIn −BA) □
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