
第五次习题课讲义

涂嘉乐

2026 年 5 月 11 日

1 复习建议

复习时建议过一遍基本概念、定理证明过程，作业题（其实我感觉作业题就很难了），有空可以做一

下往年题就够了；考试时除非要证明某个结论，否则上课讲过的结论可以直接用

对于每一个定理我们需要思考证明过程中对每一个条件的应用，如果把定理中的某个条件删去，是不

是会有对应的反例？此外在使用定理时，需要把定理要求的条件都在当且情景中验证一下。

1.1 Lebesgue 测度

本来想把这个图画黑板上的，结果字写太大了 hh
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此外还有可测函数、简单函数逼近定理、Littlewood 三原则；这一部分的内容大家复习时以作业题以
及之前的补充题为主；此外还有一些题目需要综合运用，大家也不用过度刷题，把该得的分得到就很棒了

习题 1 (Stein,Ch1,T27) 设 E1, E2 ⊆ Rd 是两个紧集，E1 ⊂ E2，设 a = m(E1), b = m(E2) 且 a < b，

证明对 ∀a < c < b，都存在紧集 E, s.t. E1 ⊂ E ⊂ E2,m(E) = c

证明 由于 Rd 中紧集与有界闭集等价，所以 ∃T > 0, s.t. E2 ⊆ B(0, T )，考虑 Ft = (E2\E1) ∩B(0, t)，定

义 f(t) = m(Ft)，则 f(0) = 0, f(T ) = m(E2\E1) = b− a

Claim：Claim：Claim：f 是 [0, T ] 上的连续函数

Proof of Claim：设 s < t ≤ T，则 Fs ⊆ Ft，且 (Ft\Fs) ⊆ (B(0, t)\B(0, s))，故

|f(t)− f(s)| = m(Ft)−m(Fs) = m(Ft\Fs) ≤ m(B(0, t)\B(0, s)) = α(d)(td − sd)

而 td − sd = (t− s)(td−1 + td−2s+ · · ·+ sd−1) ≤ dT d−1(t− s)，所以 f 是 [0, T ] 上的连续函数

那么对 ∀a < c < b，∃t0 ∈ [0, T ], s.t. f(t0) = c− a，进而考虑 E = [(E2\E1)∩B(0, t0)]∪E1，则 E 是

紧集且我们有

m(E) = f(t0) +m(E1) = c

□

习题 2 (23 补测,T7) 设 f : R → R 可测，V ⊂ R 是开集，0 ∈ V，证明：存在可测集 E,m(E) >

0, s.t. ∀x, y ∈ E, f(x)− f(y) ∈ V

证明 由于 V 是开集且 0 ∈ V，故存在 δ > 0, st (−δ, δ) ⊂ V ，取 η = δ
2
，对每个 j ∈ Z，令 Ij = [jη, (j+1)η)，

则

R =
⋃
j∈Z

Ij =⇒ R = f−1(R) = f−1

(⋃
j∈Z

Ij

)
=
⋃
j∈Z

f−1(Ij)

由 f 可测、每个 Ij 都是 Borel 集知 Ej := f−1(Ij) 是可测集

下面证明存在 j0 ∈ Z，使得 m(Ej0) > 0，否则对任意 j ∈ Z，都有 m(Ej) = 0，于是

m(R) = m

(⋃
j∈Z

Ej

)
≤
∑
j∈Z

m(Ej) = 0

这与 m(R) = +∞ 矛盾。因此存在 j0 ∈ Z，使得 m(Ej0) > 0，我们令 E = Ej0 = f−1(Ij0) 则 E 可测且

m(E) > 0，对 ∀x, y ∈ E, f(x), f(y) ∈ Ij0 = [j0η, (j0 + 1)η) 于是

|f(x)− f(y)| < η =
δ

2
< δ

即 f(x)− f(y) ∈ (−δ, δ) ⊂ V □

1.2 收敛方式与有关反例

近一致收敛的定义：对 ∀δ > 0 存在 E 的可测子集 Eδ, s.t. m(E\Eδ) < δ, fn ⇒ f on Eδ

下图中没有箭头就表示存在反例，其中 Lp 收敛的 p ∈ [1,∞)，L∞ 没有单独列出来，可以看作业题

Case 1. m(E) < ∞ 时
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一致收敛

近一致收敛

a.e 收敛 依测度收敛

Lp 收敛

Case 2. m(E) = ∞ 时

一致收敛 近一致收敛

a.e 收敛

依测度收敛

Lp 收敛

接下来给出几个不平凡的反例，其余大家可以自己补充

例 1（依测度收敛但无处收敛，包含有限测度和无穷测度两个反例）
Case 1. m(E) < +∞ 时，考虑 E = [0, 1)，对于每个 k ∈ N∗，我们将 [0, 1) 进行 k 等分

[0, 1) =

[
0,

1

k

)
∪ · · · ∪

[
k − 1

k
, 1

)
def
= I

(k)
1 ∪ · · · ∪ I

(k)
k

定义 f
(k)
j (x) = χ

I
(k)
j
，再按 k 从小到大对 {f (k)

j } k∈N∗

1≤j≤k
重新排序，重新记为 {gn}∞n=1，则我们有如下观察

• ∀x ∈ E, {gn(x)}∞n=1 都不收敛：对每个 x ∈ [0, 1)，每个 k ∈ N∗，x 都只在某一个 I
(k)
j 中，进而

{gn(x)}∞n=1 中有无穷多个 1，无穷多个 0，故它不收敛

• gn 依测度收敛到 g ≡ 0：ε > 1 时平凡，而对 ∀ε ∈ (0, 1], |gn(x)− g(x)| ≥ ε ⇐⇒ gn(x) = 1，故

m({x : |gn(x)− g(x)| ≥ ε}) = m({x : gn(x) = 1}) → 0

Case 2. m(E) = +∞ 时，其实思路还是一样，我们考虑 E = [0,+∞)，对于每个 k ∈ N∗，我们将

[0, k) 进行 k2 等分

[0, k) =

[
0,

1

k

)
∪ · · · ∪

[
k2 − 1

k
, k

)
def
= I

(k)
1 ∪ · · · ∪ I

(k)
k2

定义 f
(k)
j (x) = χ

I
(k)
j
，再按 k 从小到大对 {f (k)

j } k∈N∗

1≤j≤k2

，重新记为 {gn}∞n=1（这样子定义合理，因为可数

个可数集仍可数），则我们有如下观察

• ∀x ∈ E, {gn(x)}∞n=1 都不收敛：对每个 x ∈ [0,+∞)，对 ∀k ≥ x，x 都只在某一个 I
(k)
j 中，进而

{gn(x)}∞n=1 中有无穷多个 1，无穷多个 0，故它不收敛

• gn 依测度收敛到 g ≡ 0：ε > 1 时平凡，而对 ∀ε ∈ (0, 1], |gn(x)− g(x)| ≥ ε ⇐⇒ gn(x) = 1，故

m({x : |gn(x)− g(x)| ≥ ε}) = m({x : gn(x) = 1}) → 0
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例 2（有限测度下的 Lp 收敛）

若 m(E) < ∞，p < q，则 fn
Lq

−−→ f =⇒ fn
Lp

−−→ f，这是 Holder 不等式的简单应用，取共轭指标为
( q
p
, q
q−p

)，则

||fn − f ||pLp =

ˆ
E

|fn − f |pdm = ||(fn − f)p||L1(E)

≤ ||(fn − f)p||
L

q
p
· ||χE ||

L
q

q−p

=

(ˆ
E

|fn − f |qdm
) p

q

·
(ˆ

E

χ
q

q−p

E dm
) q−p

q

=

(ˆ
E

|fn − f |qdm
) p

q

·m(E)
q−p
q

两边同时开 p 次方得

||fn − f ||Lp ≤ ||fn − f ||Lq ·m(E)
1
p−

1
q

但是 Lp 收敛推不出 Lq 收敛，取 p < r < q，考虑 E = [0, 1], fn(x) = n
1
rχ

[0, 1
n ], f(x) ≡ 0，则

||fn − f ||pLp = n
p
r−1 → 0

||fn − f ||qLq = n
q
r−1 → +∞

此外当 m(E) = ∞ 时，Lq 收敛推不出 Lp 收敛，反例：还是取 p < r < q，考虑 E = [0,+∞), fn =

n− 1
rχ[0,n], f ≡ 0，则

||fn − f ||qLq = n− q
r+1 → 0

||fn − f ||pLp = n− p
r+1 → +∞

习题 3 设 {fn}, f, g 是 E 上几乎处处有限的可测函数

(1) 若 fn
m−−→ f, fn

m−−→ g，则 f = g a.e x ∈ E，即依测度收敛意义下的 a.e 极限唯一
(2) 若 fn

a.e−−→ f, fn
m−−→ g，求证 f

a.e
= g

证明 (1). 记 A = {x ∈ E : f(x) ̸= g(x)}, Ak =
{
x ∈ E : |f(x)− g(x)| ≥ 1

k

}
，则 A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ · · ·，且

容易验证 Ak ↗ A，注意到

|f(x)− g(x)| ≥ 1

k
=⇒ |fn(x)− f(x)| ≥ 1

2k
或 |fn(x)− g(x)| ≥ 1

2k

因此

Ak ⊆
{
x ∈ E : |fn(x)− f(x)| ≥ 1

2k

}
∪
{
x ∈ E : |fn(x)− g(x)| ≥ 1

2k

}
故

m(Ak) ≤ m

({
x ∈ E : |fn(x)− f(x)| ≥ 1

2k

})
+m

({
x ∈ E : |fn(x)− g(x)| ≥ 1

2k

})
令 n → ∞，则 m(Ak) = 0，所以

m({x ∈ E : f(x) ̸= g(x)}) = m(A) = lim
k→∞

m(Ak) = 0

(2). Case 1. 若 m(E) < +∞，由 Lebesgue 定理知，fn → f a.e x ∈ E =⇒ fn
m→ f，再由上一问知

f = g a.e x ∈ E

Case 2. 若 m(E) = +∞，因为

E =
∞⋃
k=1

[−k, k]d ∩ E
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所以对于任意一个 [−k, k]d ∩E，由 Case 1 知，f = g a.e x ∈ [−k, k]d ∩E，即存在零测集 Nk ⊆ [−k, k]d ∩
E, s.t. ∀x ∈ Nk, f(x) ̸= g(x), ∀x ∈

(
[−k, k]d ∩ E

)
\Nk, f(x) = g(x)，所以

{f ̸= g} ⊆
∞⋃
k=1

Nk =⇒ m(f ̸= g) ≤
∞∑
k=1

m(Nk) = 0

所以 f = g a.e x ∈ E □

注 这一题不是很难，不过有两个启发

• 我们有集合分解

{x : x同时满足条件A,B} ⊆ {x : x满足条件A} ∪ {x : x满足条件B}

这个技巧虽然比较平凡，不过在估计测度时经常会用到

• 对于无穷测度的情形，我们可以先证明有限测度的情形，然后进行截断

习题 4 设 E ⊂ R 且 m(E) < +∞，{fn} 是 E 上实值可测函数列，证明 fn 在 E 上依测度收敛于 f

当且仅当

lim
n→∞

ˆ
E

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm = 0

证明 注意到 g(t) = t
1+t

≤ min{1, t}，且在 [0,+∞) 单调增，所以

{x : |fn(x)− f(x)| > ε} =

{
x :

|fn(x)− f(x)|
1 + |fn(x)− f(x)|

>
ε

1 + ε

}
(=⇒) : 设 En

1 (ε) = {x : |fn − f | > ε}, En
2 (ε) = {x : |fn − f | ≤ ε}，则 E = En

1 (ε) ⊔ En
2 (ε)

ˆ
E

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm =

ˆ
En

1 (ε)

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm+

ˆ
En

2 (ε)

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm

≤
ˆ
En

1 (ε)

1dm+

ˆ
En

2 (ε)

εdm ≤ m(En
1 (ε)) + εm(E)

由依测度收敛知 m(En
1 (ε)) → 0，所以上式令 n → ∞ 可得

ˆ
E

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm ≤ εm(E)

再令 ε → 0 即证

(⇐=) : ˆ
E

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm ≥
ˆ
En

1 (ε)

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm

≥ ε

1 + ε
m(En

1 (ε))

令 n → ∞ 即证 ε
1+ε

m(En
1 (ε)) → 0 as n → ∞，即 fn 依测度收敛到 f □

习题 5（25mid,T7）设 g 为周期为 1 的光滑函数，且
´ 1

0
g(x)dx = 0

(1) 求证：对任意闭区间 [a, b] 都有

lim
n→∞

ˆ b

a

g(nx)dx = 0
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(2) 对任意可积函数 f，都有

lim
n→∞

ˆ
R
f(x)g(nx)dx = 0

证明 (1). 由 g(x) 周期为 1 的光滑函数知 g(x) 有上界 M，即 |g(x)| ≤ M, ∀x ∈ R，由
´ 1

0
g(x)dx = 0 和

周期性知，对 ∀a ∈ R,
´ a+1

a
g(x)dx = 0，因为∣∣∣∣∣

ˆ b

a

g(nx)dx
∣∣∣∣∣ y=nx
=====

∣∣∣∣∣ 1n
ˆ nb

na

g(y)dy
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1n
(ˆ [na]+1

na

g(y)dy +
ˆ nb

[nb]

g(y)dy
)∣∣∣∣∣ ≤ 2M

n
→ 0

（这里我们考虑 n 足够大时，必有 [na] + 1 < [nb]）

(2).我们把第一问的积分范围写成示性函数，即
´
R
χ
[a,b]g(nx)dx → 0，这里我们需要注意到 χ

[a,b] 是阶

梯函数，所以由 {阶梯函数}
dense
⊂ L1(R) 知，对 ∀ε > 0，存在阶梯函数 φ =

N∑
i=1

ciχ[ai,bi], s.t. ||φ−f ||L1(Rd) <

ε
M
，所以 ∣∣∣∣ˆ

R
f(x)g(nx)dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ˆ
R
[f(x)− φ(x)]g(nx)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ˆ
R
φ(x)g(nx)dx

∣∣∣∣
≤ M ||f − φ||L1(R) +

∣∣∣∣∣
ˆ
R

N∑
i=1

ciχ[ai,bi]g(nx)dx
∣∣∣∣∣

< ε+
N∑
i=1

|ci| ·

∣∣∣∣∣
ˆ bi

ai

g(nx)dx
∣∣∣∣∣

令 n → ∞，由第一问知
lim sup
n→∞

∣∣∣∣ˆ
R
f(x)g(nx)dx

∣∣∣∣ ≤ ε

再由 ε 的任意性即得证 □

1.3 使用 MCT,DCT,BCT, 逐项积分定理,Tonelli-Fubini 定理计算积分

在使用这些定理之前一定要把条件说清楚，MCT 要求非负递增（有时候递增不容易看出来，但是如
果发现被积函数非负可以考虑一下是不是递增）；DCT 要求有可积的控制函数；BCT 要求函数一致有界；
逐项积分定理要求非负

此外注意一个细节，当积分区域是无穷区间如 (0,+∞) 时，直接计算 Riemann 积分值是不严谨的，
因为我们只证明了有限区间上 Riemann 积分与 Lebesgue 积分的关系，正确的做法是考虑使用示性函数
χ
[0,n] 进行截断，可以见 23 年期中考试题

当需要交换积分次序时，若函数非负可测直接使用 Tonelli 定理就行；若函数 f 不是非负，但是你感

觉需要交换积分次序，则有两种方法：

1. 首先对恒正的情形使用 Tonelli 定理，其次考虑 f = f+ + f−；

2. 使用 Fubini 定理，但是我们需要证明它可积，即
´
|f |dm < ∞，因此我们对 |f | 使用 Tonelli 定理

（此时加了绝对值就非负了），这时一般都能算出来值（自信点，题目都是设计好的），这样就说明 f 可积，

就可以大胆使用 Fubini 定理了

习题 6 计算
lim
n→∞

ˆ π
2

0

cosx arctan(nx)dx

6
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证明 注意到被积函数在
(
0, π

2

)
上非负，固定 x 时被积函数递增，进而可以使用 MCT，因为被积函数趋

于 π
2

cosx，所以

lim
n→∞

ˆ
(0,π2 )

cosx arctan(nx)dx =

ˆ π
2

0

π

2
cosxdx =

π

2

□

习题 7 证明
1

Γ(α)

ˆ
(0,∞)

xα−1

ex − 1
dx =

∞∑
n=1

1

nα
, α > 1

证明 这题需要一些级数的知识，大家估计忘了，我感觉考试也不会这么出（真出了当我没说），只是想给

大家看一下逐项积分定理的使用。因为 1
1−x

=
∞∑

n=0

xn, x ∈ (0, 1)，所以

xα−1

ex − 1
= e−xxα−1 1

1− e−x
= e−xxα−1

∞∑
n=0

e−nx = xα−1

∞∑
n=1

e−nx =
∞∑

n=1

xα−1e−nx

注意到每一项非负可测，由逐项积分定理

ˆ
(0,∞)

xα−1

ex − 1
dx =

ˆ
(0,∞)

∞∑
n=1

xα−1e−nxdx =
∞∑

n=1

ˆ
(0,∞)

xα−1e−nxdx

nx=t
=

∞∑
n=1

1

nα

ˆ
(0,∞)

tα−1e−tdt = Γ(α)
∞∑

n=1

1

nα

□

习题 8（MCT 的推广）
(1) 设 fn, f 可测，fn ↗ f, f−

1 ∈ L1(E)，则

lim
n→∞

ˆ
E

fndm =

ˆ
E

fdm

(2) 设 fn, f 可测，fn ↘ f, f+
1 ∈ L1(E)，则

lim
n→∞

ˆ
E

fndm =

ˆ
E

fdm

证明 只证明 (1)，(2) 类似

Case 1. f+
1 /∈ L1(E) 时，则

´
E
f1dm =

´
E
f+
1 − f−

1 dm = +∞，由积分的单调性知两边都是无穷，等
式平凡成立

Case 2. f+
1 ∈ L1(E) 时，则 f1 ∈ L1(E)，设 gn

def
= fn − f1, g = f − f1，则 gn ↗ g, gn ≥ 0，对 gn, g

使用 MCT 得
lim
n→∞

ˆ
E

fndm−
ˆ
E

f1dm =

ˆ
E

fdm−
ˆ
E

f1dm

由 f1 ∈ L1(E) 只，
´
E
f1dm < ∞，故两边同时消去这一项即证 □

7
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习题 9（Fatou 引理的推广）
(1) 设 fn 可测，(inf

n
fn)

− ∈ L1(E)，则

ˆ
E

lim inf
n→∞

fndm ≤ lim inf
n→∞

ˆ
E

fndm

(2) 设 fn 可测，(sup
n

fn)
+ ∈ L1(E)，则

ˆ
E

lim sup
n→∞

fndm ≥ lim sup
n→∞

ˆ
E

fndm

证明 只证明 (1)，(2) 类似

因为 gn
def
= inf

k≥n
fk ↗ lim inf

n→∞
fn，由条件 g1 = inf

k≥1
fk = inf

n
fn ∈ L1(E)，由推广的 MCT，结合 Fatou 引

理的证明过程即证 □

习题 10 设 f ∈ L1(E), f(x) > 0，证明

lim
n→∞

ˆ
E

[f(x)]
1
n dm = m(E)

证明

Case 1. m(E) < ∞ 时
考虑对积分区域划分，设 E1 = {x ∈ E : f(x) < 1}, E2 = E\E1，考虑 gn = [f(x)]

1
nχE1

, hn =

[f(x)]
1
nχE2

a.e，由 lim
n→∞

a
1
n = 1, ∀a > 0 知，在 E 上 gn ↗ χ

E1
, hn ↘ χ

E2
，且 h1 = f(x)χE2

∈ L1(E)，因

此我们可以对 gn 使用 MCT，对 hn 使用上一题证明的推广的 MCT

lim
n→∞

ˆ
E

[f(x)]
1
n dm = lim

n→∞

(ˆ
E

gndm+

ˆ
E

hndm
)

=

ˆ
E

χ
E1

dm+

ˆ
E

χ
E2

dm

= m(E)

Case 2. m(E) = +∞ 时
对 ∀M > 0，存在紧集 K ⊆ E, s.t. M ≤ m(K) < +∞（考虑 E = E ∪

∞⋃
n=1

B(0, n)，再由内正则性取

紧集），则

lim inf
n→∞

ˆ
E

[f(x)]
1
n dm ≥ lim inf

n→∞

ˆ
K

[f(x)]
1
n dm = lim

n→∞

ˆ
K

[f(x)]
1
n dm

= m(K) ≥ M

由 M 的任意性知 lim inf
n→∞

´
E
[f(x)]

1
n dm = +∞，即 lim

n→∞

´
E
[f(x)]

1
n dm = +∞ = m(E) □

习题 11 (Stein,Ch2,T4) 设 f 在 [0, b] 上可积，且 g(x) =
´ b

x
f(t)
t

dt, 0 < x ≤ b，证明 g 在 [0, b] 上可

积且 ˆ b

0

g(x)dx =

ˆ b

0

f(t)dt
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第五次习题课讲义 MATH3002.02

证明 Case 1. f(t) ≥ 0

定义 Y = {(x, t) : 0 < x ≤ b, x ≤ t ≤ b} = {(x, t) : 0 < t ≤ b, 0 < x ≤ t}，设 h(x, t) = f(t)
t
χ
Y，由于

f, 1
t
, χY 在 R2 上均可测，所以 h(x, t) 也可测且非负，由 Tonelli 定理知

ˆ b

0

g(x)dx =

ˆ b

0

(ˆ b

x

f(t)

t
dt
)

dx =

ˆ
R2

h(x, t)dtdx

=

ˆ b

0

(ˆ t

0

h(x, t)dx
)

dt =
ˆ b

0

f(t)dt

由 f 在 [0, b] 可积知，
´ b

0
g(x)dx =

´ b

0
f(x)dt < +∞，因此 g 也在 [0, b] 可积（g ≥ 0 不用取绝对值）

Case 2. f(t) 为一般可测函数，考虑 f = f+ − f−，定义 g+(x) =
´ b

x
f+(t)

t
dt, g−(x) =

´ b

x
f−(t)

t
dt，由

Case1 知 
´ b

0
g+(x)dx =

´ b

0
f+(t)dt´ b

0
g−(x)dx =

´ b

0
f+(t)dt

所以 ˆ b

0

f(t)dt =
ˆ b

0

f+(t)dt−
ˆ b

0

f−(t)dt

=

ˆ b

0

g+(x)dx−
ˆ b

0

g−(x)dx

=

ˆ b

0

g+(x)− g−(x)dx =

ˆ b

0

g(x)dx

□

习题 12（22mid,T4）设 f : R → R 是连续函数，证明
(1) f 的图像 Γ = {(x, y) : y = f(x)} 是 R2 中的闭集，从而可测

(2) m(Γ) = 0

证明 (1). 由连续函数知闭集（大家自己证一下）

(2). 注意到固定 x 时，χ
Γ(x, y) =

0, y ̸= f(x)

1, y = f(x)
，由 Tonelli 知

m(Γ) =

ˆ
R2

χ
Γ(x, y)dxdy

=

ˆ
R

(ˆ
R
χ
Γ(x, y)dy

)
dx

=

ˆ
R
0dx = 0

□
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