
实分析第三次习题课讲义

助教：张源意

2026 年 4 月 15 日

1 作业解答

不引起歧义的情况下，我们记 (X,L) 为某可测空间，(Rn,B) 为 Rn 及其上的 Borel-σ 代数。

Problem 1. 设 f : E → [−∞,+∞]，定义原像集为 f−1(A) := {x ∈ E : f(x) ∈ A}，证明下列命题等价：
1. f 可测；
2. 对任意开集 G ⊂ R，有 f−1(G) ∈ L；
3. 对任意闭集 F ⊂ R，有 f−1(F ) ∈ L；
4. 对任意 B ∈ B(R)，有 f−1(B) ∈ L.

Solution. 回忆 f 可测的定义：对任意 a ∈ R，

f−1((−∞, a)) ∈ L.

(1)⇒(2) 由 R 上的开集结构定理（R 上开集可以写作可数开区间之不交并）与可测集经过可数并交差运
算下仍可测，可知只要证任意开区间的原像可测。

对任意 a < b，注意到

(a, b) = (−∞, b) ∩ (a,+∞) = (−∞, b) ∩
(
(−∞, a]

)c
= (−∞, b) ∩

( ∞⋂
n=1

(−∞, a+ 1
n )
)c
,

则

f−1((a, b)) = f−1((−∞, b)) ∩
( ∞⋂
n=1

f−1((−∞, a+ 1
n ))
)c ∈ L

任一开集 G ⊂ R 都可以写成至多可数开区间的不交并，即

G =
⊔
n∈N

(an, bn).

于是

f−1(G) =
⊔
n∈N

f−1((an, bn)) ∈ L.

(2)⇒(3) 由 F c 为开集即得.
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(2)(3)⇒(4) Borel 集可以由开集和闭集的可数次并交差运算得到，由

f−1(Ac) = f−1(A)c, f−1(
⋃
n

An) =
⋃
n

f−1(An), f
−1(
⋂
n

An) =
⋂
n

f−1(An),

和可测性对可数并交差运算封闭即得.

(4)⇒(1) (−∞, a) 是 Borel 集.
□

Remark. 1. 需要明确 Borel 集的定义：

Rn上的 Borel-σ代数B(Rn) : =包含所有开集和闭集的最小的σ代数

= {开集或闭集的可数次并交差}

B(Rn) 中的元素称作 Rn 上的 Borel 集.
2. 开集结构定理在一维和 n 维情形是不同的，n 维情形的表述是“开集可写作可数内部不交的半开半

闭方体之并”，不能完全表示为开方体之并的问题出现在空间连通性上（感兴趣的同学可以查阅周民强《实

变函数论》1.3 节）.
3. 本题的目的是给出函数可测性定义的等价刻画，以便于日常叙述和使用. 以后我们讲不加声明地承

认这些结论.

Problem 2. 证明：若 g : E → [−∞,+∞] 可测，且 g(x) 6= 0 对一切 x ∈ E 成立，则 1/g 可测。

Solution. 定义函数

ψ : [−∞,+∞] → [−∞,+∞], ψ(t) =


1

t
, t 6= 0,

0, t = 0,

并约定 ψ(±∞) = 0。函数 ψ 在 (−∞, 0)、(0,+∞) 上连续，在 ±∞ 处也没有问题；它只在 t = 0 处不连

续，因此 ψ 是 Borel 可测函数.
由于 g 可测，而 Borel 可测函数与可测函数的复合仍可测（*），所以 ψ ◦ g 可测。又因为 g(x) 6= 0 对

所有 x 成立，所以

(ψ ◦ g)(x) = 1

g(x)
.

故 1/g 可测。 □

Remark. 1. 这是一个看上去比较规范的写法，不过你正常用可测函数定义讨论 1/g 也是没关系的.
2. （*）处提到了复合的问题. 首先我们明确 Borel 可测函数的定义：

f是 Borel 可测函数⇔开集的原像是 Borel 可测集

至于这个定义与可测函数的定义在本质上有什么区别和动机，我会在 2.2 讲解. 至少这里我们可以理解

(ψ ◦ g)−1 = g−1 ◦ ψ−1

将开集映作 E 中可测集，即 ψ ◦ g 为 E 上的可测函数.
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3. 本题的目的是研究可测性在运算下的封闭性. 之前已学过可测函数在四则运算、极限运算下均保持
可测，这里我们可知良定情形下对倒数运算也保持可测.

Problem 3.
1. 给定两个 Cantor 型集合 C1, C2，构造 [0, 1] 到 [0, 1] 的连续单调增双射 F，满足 F (C1) = C2

2. 找出 f 可测，ϕ 连续，但 f ◦ ϕ 不可测.
3. 证明：Lebesgue− σ代数 \Borel − σ代数 6= ∅

Solution. 1. 这个其实是作业题用到的引理，有同学问了这个函数的构造，习题课上我只介绍了直观想
法，因为写出来实在是太麻烦了，而且也没什么本质困难，大家感兴趣的话看看就行.

直观理解就是对 Cantor型集合，先把每部去掉的区间端点对应起来，再把去掉的区间作严格单调增线
性（不线性也没关系，其实连续就行）同构，最后延拓到 [0, 1] 上.

我们来严格表述一下这一过程：把 C1, C2 都看成按 Cantor 型方式迭代构造出来的集合。
对 i = 1, 2，记

Ci =

∞⋂
n=0

E(i)
n ,

其中 E
(i)
n 是第 n 步保留下来的 2n 个闭区间之并。我们把这些区间用二进制串标号：

E(i)
n =

⋃
σn∈{0,1}n

I(i)σn
.

这里 σn ∈ {0, 1}n 是 n 个 0 或 1 的编码，我们先定义 {0, 1}n 中的序关系：对 µ = (µ1, · · · , µn) ∈ {0, 1}n，
定义势能函数

V (µ) =

n∑
i=1

µi × 10−n

对 a, b ∈ {0, 1}n，若 V (a) < V (b)，称 a < b. 显然这是一个全序结构.
现在我们把 I

(i)
σn 按从小到大的顺序排列，并且从左到右对应于第 n 步保留下来的 2n 个闭区间. 对某

个 σn，若它最后一位为 0，则把 I
(i)
σn 的右端点记作 λ

(i)
σn，否则将 I

(i)
σn 的左端点记作 λ

(i)
σn .

第 n 步操作中删去的开区间必在某个 I
(i)
σn−1 之中，记 I

(i)
σn−1 之中在第 n 步操作被删去的开区间为

J
(i)
σn−1，于是有

J (i)
σn−1

= (λ
(i)
(σn,0)

, λ
(i)
(σn,1)

).

n = 1 的情况我不额外说明了.

0 λ00 λ01 λ0 λ1 λ10 λ11 1

J00 J0 J01
I00 I01 I10 I11

I0 I1

由于这是 Cantor 型构造，每个点 x ∈ Ci 都恰好落在每一层中的某个 Iσ 里，于是可以构造坐标映射

ω : Ci → {0, 1}N, ω(x)的第k位 := x ∈ Iσk
中σk的最后一位

即存在唯一的无限二进制序列 ω(x) = (ε1, ε2, . . . ) ∈ {0, 1}N 使得对每个 n, 有

x ∈ I
(i)
ε1···εn .
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到此我们完成了：x 被它在每一步“落在左边还是右边”的信息唯一编码。

Step1：Define the correspondence between C1 and C2.
对 x ∈ C1，设其编码为

ω(x) = (ε1, ε2, . . . ).

由于 C2 中也存在唯一一个点具有同样的编码，于是定义

G(x) = the unique point y ∈ C2 with ω(y) = ω(x).

于是 G : C1 → C2 是双射。

而且 G 保持左右次序：若 x < y 都在 C1 中，设 ω(x) 与 ω(y) 第一次不同是在第 m 位，那么必有

εm(x) = 0, εm(y) = 1,

所以 x 落在某个第 m 层基本区间的左子区间里，而 y 落在右子区间里。同样的编码规则在 C2 中也成立，

因此

G(x) < G(y).

故 G 是严格递增双射。

Step2: Extend G to [0,1]
对每个被删去的间隙 J

(1)
σn−1 = (λ

(1)
(σn,0)

, λ
(1)
(σn,1)

) ⊂ [0, 1] \ C1，定义其对应的 C2 的间隙为

J (2)
σn−1

= (λ
(2)
(σn,0)

, λ
(2)
(σn,1)

).

注意到

G(λ
(1)
(σn,0)

) = λ
(2)
(σn,0)

, G(λ
(1)
(σn,1)

) = λ
(2)
(σn,1)

,

因为这些端点正对应于同一个有限串 σ 后接 0111 · · · 与 1000 · · · 的两类编码。
现在定义 F : [0, 1] → [0, 1] 为

F (x) =


G(x), x ∈ C1,

λ
(2)
(σn,0)

+
λ
(2)
(σn,1)

− λ
(2)
(σn,0)

λ
(1)
(σn,1)

− λ
(1)
(σn,0)

(
x− λ

(1)
(σn,0)

)
, x ∈ J

(1)
σn−1 .

也就是说，F 在每个间隙上取为 J
(1)
σn−1 到 J

(2)
σn−1 的线性同构，而在 C1 上则等于 G。

Step3: Verify

• F is monotonically increasing

因为不同间隙和 Cantor 集部分之间的左右顺序，由端点对应关系保持，所以 F 在整个 [0, 1] 上严格

递增。

• F is bijective

由 F 严格递增知单射。满射显然。

• F is continuous

闭区间上严格递增函数只有跳跃点（数分 A1），跳跃点会导致 F 不是满射，
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• F (C1) = C2

显然。

于是我们构造出了 1. 中的所需函数.
2. 取上一问中构造的连续双射 ϕ，其中 C1, C2 都是 Cantor 型集合，满足 m(C1) > 0,m(C2) = 0. 取

一个非可测集 N ⊂ C1，并令 A := ϕ(W ) ⊂ C2. 由于 A ⊂ C2 且 m(C2) = 0，所以 A 是 Lebesgue 可测集。
令 f = χA. 则 f 是可测函数。

另一方面，对任意 x ∈ C1，

(f ◦ ϕ)(x) = χA(ϕ(x)) =

1, ϕ(x) ∈ A,

0, ϕ(x) /∈ A,
= χW (x).

所以 f ◦ ϕ = χW . 若 f ◦ ϕ 可测，则 W = (f ◦ ϕ)−1({1}) 应为可测集，这与 W 非可测矛盾。

3. 仍取上面构造的 A = ϕ(W ) ⊂ C2. 因为 A ⊂ C2 且 m(C2) = 0，故 A 是 Lebesgue 可测集。
现在证明 A 不是 Borel 集。假设 A 是 Borel 集，则由 ϕ 的连续性知，ϕ−1(A) 是 C1 中的 Borel 集

（相对拓扑意义下）。但

ϕ−1(A) = ϕ−1(ϕ(W )) =W

（因为 ϕ 是双射），所以 W 是 C1 中的 Borel 集。由于 C1 本身是闭集，故 W 也是 R 中的 Borel 集，从而
必为 Lebesgue 可测，这与 W 非可测矛盾。 □

Remark. 1. 第一题的结论以后直接作为事实承认就可以了。
2.第二题的证明用到了一个结论：（Rn 中 Lebesgue测度下）正测集必有不可测子集。证明详见 2.1.6。

Problem 4. 举例说明 |f | 可测不能推出 f 可测。

Solution. 取 f = χW − 1/2（W 同上题）即可。 □

Remark. 无.

Problem 5. 设 fk : E → [−∞,+∞] 可测，且

fk(x) → f(x) a.e. on E,

求证：f 可测。

Solution. 由实值可测函数对极限运算封闭，只需将 f 写作实值可测函数列的 a.e. 极限即可，故考虑 fk

的截断，只需证

gk := fkχ[|fk|≤k] + kχ[|fk|≥k] → f

其中

[fk ≤ k] := {x ∈ E : fk(x) ≤ k}

（出于方便以后经常这么写）。我们把 f 分成两部分研究，

Part1: |f | <∞

5



任意 M > 0，显然有 gkχ[f≤M ] → fχ[f≤M ]，令 M → ∞ 即得。
Part2: f = +∞

对 a.e.x ∈ [f = ∞]，任给 M > 0，存在 K ∈ N，使得对任意 k > K 有 fk(x) > M，则对任意

k > maxK, [M ] + 1 有 gk(x) > M，即 gk(x→ +∞)

Part3: f = −∞
同理。 □

Remark. 1. 这里用到的截断方法相当简单而重要，概率论、随机过程和极限理论这种概率方向课程中用
的尤其多，强烈建议大家熟练掌握。

2. 本题的目的是把可测函数对极限封闭这一事实推广到广义实值函数上，以后我们自动承认这件事情。

Problem 6. 设 {fn} 是 [0, 1] 上一列可测函数，且对 a.e. x 有 |fn(x)| <∞。证明存在一列正数 cn，使得

fn(x)

cn
→ 0 a.e. on [0, 1].

Solution. 对每个固定的 n，由于 |fn(x)| <∞ 对 a.e. x 成立，故
∞⋂
k=1

[|fn| > k] ⊂ [|fn| = ∞],

从而

m
( ∞⋂
k=1

[|fn| > k]
)
= 0.

由测度的上连续性得

m({|fn| > k}) ↓ 0 (k → ∞).

因此，对每个 n，可取 Mn > 0 使得

m({x : |fn(x)| > Mn}) < 2−n.

令 cn := nMn > 0. 则 [∣∣∣∣fn(x)cn

∣∣∣∣ > 1

n

]
= [|fn| > Mn],

所以

m

({
x :

∣∣∣∣fn(x)cn

∣∣∣∣ > 1

n

})
< 2−n.

记

En :=

{
x :

∣∣∣∣fn(x)cn

∣∣∣∣ > 1

n

}
.

则
∞∑

n=1

m(En) ≤
∞∑

n=1

2−n <∞.

由 Borel–Cantelli 引理，
m
(
lim
n→∞

En

)
= 0.
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即对 a.e. x，只会有有限多个 n 使得 x ∈ En。于是对几乎处处的 x，存在 N(x) 使得当 n ≥ N(x) 时，∣∣∣∣fn(x)cn

∣∣∣∣ ≤ 1

n
.

令 n→ ∞，得到
fn(x)

cn
→ 0 a.e. x.

□

Remark. 1. 此题即为大名鼎鼎的 BC 的应用，重要的技巧是 2−n 型的控制。

2. 我不知道这个结果有什么意义，如果加一点矩条件能给出收敛速度控制的话可能会有点用？

Problem 7. 证明：Rn 上每个 Lebesgue 可测函数都是一列连续函数的 a.e. 极限。

Solution. 先做一维上的有限区间情形。不妨设 f 在 [0, 1] 上有限且可测，对每个 n ∈ N，由 Lusin 定
理，存在闭集 Kn ⊂ [0, 1]，使得

m([0, 1] \Kn) < 2−n,

并且 f |Kn 在 Kn 上连续。由于 Kn 是 [0, 1] 的闭子集，而 f |Kn 是实值连续函数，依 Tietze 延拓定理，存
在连续函数 gn : [0, 1] → R 使得

gn(x) = f(x), x ∈ Kn.

记 En := [0, 1] \Kn，则
∞∑

n=1

m(En) ≤
∞∑

n=1

2−n <∞.

由 Borel–Cantelli 引理，
m
(
lim
n→∞

En

)
= 0.

所以对 a.e. x ∈ [0, 1]，存在 N(x) 使得对任意 n ≥ N(x)，都有 x /∈ En，即 x ∈ Kn。于是对这些 n 有

gn(x) = f(x).，即 gn → f a.e.
d 维空间有限区域的情形同理，接下来的目的是把结论推广到全空间。但在无限区域上无法使用 Lusin

定理，我们只需要把全空间分成有限测度集的可数并，把问题回归到有限区域情形。对 Rd 上的 Lebesgue
可测函数 f，对每个 n ∈ N，由 Lusin 定理，存在闭集 Kn ⊂ Bn（Bn 是半径为 n 的球），使得

m(Bn \Kn) < 2−n,

并且 f |Kn
在 Kn 上连续。由于 Kn 是 Rd 的闭子集，而 f |Kn

是实值连续函数，依 Tietze 延拓定理，存在
连续函数 gn : Rd → R 使得

gn(x) = f(x), x ∈ Kn.

任意给定 M > 0，记 EM
n := BM \Kn，则

∞∑
n=1

m(EM
n ) ≤

∑
n≤M

m(BM ) +

∞∑
n>M

2−n <∞.

由 Borel–Cantelli 引理，
m
(
lim
n→∞

EM
n

)
= 0.

即 gn → f a.e. in BM，由 M 任意性即得结论. □
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Remark. 1. 大部分同学没有考虑无限测度情形。
2. 我在题干中特殊强调了 Rn 和 Lebesgue 测度两件事情，这是因为原命题的叙述并不完全正确；事

实上，“可测函数可由连续函数 a.e. 逼近”这件事只在配备 σ 有限的正则 Borel 测度的紧 Hausdorff 空间
上成立，出于对 Lusin 定理、Tietze 延拓定理和有限测度集逼近全空间这三个需求。

3. 题目中用到了 Tietze 定理，这是拓扑学的相关内容，目前（其实以后也是）掌握结论的表述就好：
T4 空间中闭集上的连续函数可以延拓到全空间（度量空间是 T4 的）。

4. 这题的目的就是题干的结论。

2 知识回顾

2.1 集合，σ 代数，测度空间

我们首先来明确几个基本概念的定义，注意此处首先不提到任何关于“Lebesgue”和“Borel”的事情：

• 集合：略；

• 空间：集合与其上的结构放在一起，称作空间。一些简单的例子是：n 维向量空间（Rn 与其上的线性结

构，(Rn,+, ·)），赋范向量空间（向量空间 + 范数，(Rn,+, ·, || · ||)），闭集上的连续函数空间（即 C0 空

间，由连续函数 + 范数组成，范数为最大值范数）。本门课程中研究测度空间；

• σ 代数：对一个集合 X，若 F ⊂ 2X 对那三条定义成立（即对可数并交差运算封闭），则称 F 是 X 上的

一个 σ 代数；

• 可测空间：(X,F)，即集合与其上的 σ 代数一起；

• 测度：若定义在 F 上的一个映射 m : F → R 满足非负性和可数可加性，则称 m 是可测空间 (X,F) 上的

一个测度。容易理解的是，σ 代数的性质与测度定义自然相容，也就是说在可测空间上总能规定一个测度；

• 测度空间：(X,F ,m)

到此为止我们的测度空间中只出现了三个对象与五条性质：集合，σ 代数（可数并交差封闭），测度（非负，可

数可加性）。有这些结构已经足以得到许多相当好的结果：测度的上/下连续性、Borel-Cantelli 引理、可测函数
定义、可测函数对极限封闭、积分的定义、Levi 单调收敛、Fatou 引理、Lebesgue 控制收敛定理等等。

接下来我们考虑可测性与过往学习的连续性有什么关系，也就是将拓扑这一结构引入测度空间。课程中我

们事实上是以 R 即其上的度量拓扑（开区间诱导的拓扑）为例进行学习。在给出集合和拓扑的情况下我们自然
希望先找出与拓扑在某种程度上相容的 σ 代数，这里就是 Borel-σ 代数（由开区间生成），通过定义开区间的
测度为其长度可以给出所有 Borel 集的测度，于是我们得到了 R 上的 Borel 测度空间(X,B,mB)。

现在面临一个严肃的问题：Borel 测度空间不完备，换句话说，零测集的子集未必可测。这在分析中会导致
诸多问题，比如取 a.e. 极限或修改零测集的操作会丢失可测性，因此需要将 Borel 测度完备化，也就是我们学
习的 Lebesgue 测度。

Exercise 1. Borel 测度空间不完备。也就是说，零测 Borel 集有非 Borel 子集。

Solution. 考虑标准 Cantor 集：它是闭集、Borel 测度为 0（通过删去开区间算出）、势为 ℵ1，因此其

子集数为 2ℵ1 = ℵ2，但 R 中 Borel 集只有 ℵ1 个。 □

2.1.1 测度的构造

这几个小节的内容主要参考自 2024 春实分析 H 鼎老师第二次习题课讲义。我们在这一节总结一下如何在
一个集合上构造出测度，事实上我们在课堂上已经对 R 完成了这个操作。首先明确外测度 m∗ 是 2X 到 R 的映
射，满足正定性与次可数可加性：

8



• 对开矩体定义体积;

• 用开矩体覆盖定义 A ∈ 2R 的外测度 m∗, 并且证明外测度的性质

• 定义 Carathéodory 可测集，所有 Carathéodory 可测集组成集合族 L；

• 利用 Carathéodory 条件证明 L 是 σ 代数，外测度 m∗ 限制在 L 上是一个测度;

• 利用测度的性质证明上述测度扩张的唯一性。

我们现在从抽象测度的框架下重新梳理整个流程, 事实上抽象测度的框架是十分重要的, 比如我们需要构造
一般的乘积可测空间上的乘积测度。构造测度背后的哲学是: 先对少量简单的集合构成的代数 A 构造出预测度,
再利用 Carathéodory 测度扩张定理将代数 A 上的预测度扩张成它生成的 σ 代数 σ(A) 上的测度。

Definition 2.1. 设 X 为全集，A 是 X 的子集族。如果满足：

1. X ∈ A；
2. 若 A ∈ A，则 Ac ∈ A；
3. 若 A,B ∈ A，则 A ∪B ∈ A。
称 A 为 X 上的一个代数。

Definition 2.2. 我们称 µ : A → [0,∞] 是代数 A 上的预测度, 如果它满足

1. µ(∅) = 0

2. 如果 {An}n≥1 ⊂ A 是一列两两不交的集合, 并且
⋃∞

n=1An ∈ A, 那么

µ

⋃
n≥1

An

 =

∞∑
n=1

µ(An).

我们称预测度 µ 是有限的, 如果 µ(X) < ∞; 我们称预测度 µ 是 σ-有限的, 如果存在一列上升的集合
{Xn}n≥1 ⊂ A, 使得 Xn ↗ X, 并且 µ(Xn) <∞。

通常来说代数 A会是所有有限个不相交的开矩体之并/有限个不相交区间之并/乘积空间上有限个不相交的
方块之并的组成的集合族。

Remark 2.1. 更一般地, 我们可以引入半代数的概念: S ⊂ P(X) 是一个半代数, 如果满足

1. ∅ ∈ S

2. 如果 A,B ∈ S, 那么 A ∩B ∈ S

3. 如果 A ∈ S, 那么 Ac 是有限个 S 中元素的不交并。

对于任意一个半代数 S, 我们它生成的代数 (即包含它的最小代数) 可以被具体写出来, 即所有有限个 S 中
元素的不交并组成的集合族 (证明留作练习)。上面的几个代数的例子分别是所有开矩体/区间/方块组成的半代
数所生成的代数。Carathéodory 测度扩张定理也可以从半代数上的“测度”作为起点, 但其实和我们下面要讲
的没有太多区别。

下面我们陈述本节的主要定理。

Theorem 2.1. (Carathéodory 测度扩张定理) 假设 A 是集合 X 上的一个代数, µ 是 A 上的一个 σ-有限的预
测度, 那么存在唯一的 σ(A) 上的测度 µ̄, 使得 µ̄|A = µ。
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Remark 2.2. 如果预测度 µ 不是 σ-有限的, 那么测度 µ̄ 仍然存在, 但是可能不唯一。作为例子, 考虑

A =

{
n⋃

i=1

(ai, bi] ∩Q | −∞ ≤ ai < bi ≤ +∞, 1 ≤ i ≤ n, n ≥ 0

}
,

即所有有限个“左开右闭有理数区间”的并组成的集合族,容易验证这个是一个 Q上的代数,并且 σ(A) = P(Q)。

我们考虑 µ(∅) = 0, µ(A) = ∞, ∀∅ 6= A ∈ A, 这是一个预测度, 但不是 σ-有限的。显然 P(Q) 上的计数测度和

“0/∞ 测度”都是 µ 的扩张, 不具有唯一性。

这个定理的证明过程和课堂上构造 Rn 中的测度是类似的, 唯一细小的差别是我们这里将会用 A 中元素覆
盖定义外测度, 而课堂上实际上使用了半代数中的元素来覆盖 (显然是等价的)。具体证明过程在此略去，感兴趣
的同学请自行查阅。

下面我们来对重要的两个例子走一遍上面的流程。不过在开始之前,我们先对预测度中的第二个条件进行简
化, 使其更容易验证。

Proposition 2.1. (Carathéodory 条件) 预测度中的第二个条件可以由如下两个条件推出:

1. 假设 {An}n≥1 ⊂ A 是一列下降的集合, 且 µ(A1) <∞, An ↘ ∅, 那么 limn→∞ µ(An) = 0

2. 存在一列上升的集合 {Xn}n≥1 ⊂ A, 其中 µ(Xn) < ∞, 使得对任意的 A ∈ A, µ(A) = ∞, 有 µ(A) = ∞ =

limn→∞ µ(A ∩Xn)

我们把这两个条件称为 Carathéodory 条件。

Remark 2.3. 显然, 如果 µ 是有限测度, 上述条件 (2) 是不需要的。

证明. 证明仍然是从有限到 σ 有限。

Case 1: µ (
⋃∞

n=1An) <∞
此时令

A′
m =

⋃
n≥m

An =
⋃
n≥1

An −
⋃

n<m

An,

由于 An 之间两两不交, 我们有 A′
m ↘ ∅, 并且 µ(A′

1) <∞, 于是根据条件 (1), 我们得到

0 = lim
m→∞

µ(A′
m) = µ

⋃
n≥1

An

−
∞∑

n=1

µ(An),

即

µ

⋃
n≥1

An

 =

∞∑
n=1

µ(An).

Case 2: µ (
⋃∞

n=1An) = ∞
这时我们需要证明

∑∞
n=1 µ(An) = ∞。为此, 选取满足条件 (2) 的 {Xn}n≥1, 对于每个固定的 n ≥ 1, 我们

有

µ

(( ∞⋃
m=1

Am

)⋂
Xn

)
= µ

( ∞⋃
m=1

(Am ∩Xn)

)
Case 1
=

∞∑
m=1

µ(Am ∩Xn) ≤
∞∑

m=1

µ(Am)

注意到根据条件 (2), 上式左边是趋于 ∞ 的, 于是
∑∞

n=1 µ(An) = ∞。

之后对于具体例子我们只要验证两个 Carathéodory条件即可。下面的引理在具体构造中往往起到关键的作
用。

Lemma 2.1. (Cantor 紧集套原理) 假设 Kn 是 Rn 中一列下降的紧集, 如果 Kn ↘ ∅, 那么存在 N ≥ 1, 使得对
任意的 n ≥ N , 有 Kn = ∅。

这个引理的证明大家在数学分析中应当已经熟知了。
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2.1.2 测度构造实例：Rn 上的 Lebesgue 测度

Rn 上的 Borel 代数 B(Rn) 是由所有的矩体生成的, 所谓矩体就是形如 I1 × I2 × · · · × In 的集合, 其中 Ii 都

是 R 中的区间 (各种各样的区间)。我们选取包含所有矩体的最小的代数即所有有限个矩体的并构成的代数, 注
意这与一般抽象的构造——有限个矩体的不交并是一样的, 因为我们总是可以把有限个矩体的并砍碎变成有限
个不交的矩体的并。

A = {R1 ∪ · · · ∪Rm | m ≥ 0} ,

我们现在来构造 A 上的预测度 m。我们自然希望对矩体 R = I1 × · · · × In 定义测度为

m(R) =

n∏
i=1

|Ii|,

其中 |Ii| 是区间 Ii 的长度 (1 维 Lebesgue 测度)。对任意的 A ∈ A, 选取一种方式将其写成有限个不交的矩体的
并 A = R1 t · · · tRN , 定义

m(A) =

N∑
i=1

m(Ri)

注意 A 有可能有不同的写成不交矩体并的方法, 我们必须验证 m 的良定性: 假设 A = R′
1 t · · · tR′

N ′ , 通过考虑
这两种分割共同的“加细”, 我们得到了第三种 A 的分割

A =
⊔

1≤i≤N
1≤j≤N ′

Ri ∩R′
j ,

并且有
N∑
i=1

m(Ri) =
∑

1≤i≤N
1≤j≤N ′

m(Ri ∩R′
j) =

N ′∑
j=1

m(R′
j).

这就证明了m是良好定义的。根据定义,m自然具有有限可加性。此外,显然m是 σ-有限的 (考虑 Xi = [−i, i]n)。
下面我们来验证两个测度扩张的 Carathéodory 条件.

1. 假设 Ai ↘ ∅, Ai ∈ A, 并且 m(A1) <∞。假设 limi→∞m(Ai) = δ > 0, 那么通过适当缩小 Ai 中每个矩体

的边长, 我们可以得到紧集 (有限个有界闭矩体的并) Ki, 使得 m(Ai)−m(Ki) < δ/2i+1。注意这里 Ki 可

能不再是下降的, 我们做一下修正: 令
K ′

i =
⋂
j≤i

Kj , i ≥ 1,

此时 {K ′
i}i≥1 显然是下降到空集的紧集列, 从而根据 Cantor 紧集套原理, 存在 i0 ≥ 1, 使得对任意的

i ≥ i0, 有 K ′
i = ∅。此外, 对任意的 i ≥ 1, 我们有

m(Ai −K ′
i) ≤ m

⋃
j≤i

(Ai −Kj)


≤ m

⋃
j≤i

(Aj −Kj)


≤
∑
j≤i

m(Aj −Kj)

≤
∑
j≤i

δ/2j+1 ≤ δ/2.

而当 i→ ∞ 时, m(Ai −K ′
i) = m(Ai) → δ, 这就产生了矛盾! 从而只能是 limi→∞m(Ai) = 0。
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2. 取 Xi = [−i, i]n, 满足 Xi ↗ Rn, m(Xi) = (2i)n <∞, 并且对任意的 A = R1 t · · · tRN ∈ A, m(A) = ∞,
那么一定存在某个 Rj(不妨设为 R1), 满足 m(R1) = ∞, 于是

lim
i→∞

m(A ∩Xi) ≥ lim
i→∞

m(R1 ∩ [−i, i]n) = ∞.

综上, 根据 Carathéodory 测度扩张定理, 存在唯一的 B(Rn) 上的测度 m, 使得 m̄|A = m。再通过测度的完

备化, 我们就得到了 Rn 上的 Lebesgue 测度。
更一般地, 我们可以通过与这里构造 Rn 中的 Lebesgue 测度类似的方式构造乘积可测空间上的乘积测度,

并且说明 mRn = mR1 ⊗ · · · ⊗mR1。

2.1.3 重要测度：Dirac 测度、计数测度和 Stieltjes 测度

习题课上我提到了 Dirac 测度和计数测度，这两个是结构比较简单的测度，均可以在一般集合上定义。物
理上有 Dirac 函数 δ0(x) 的概念，被直觉上定义为满足

δ0(0) = +∞, δ0(x) = 0 iff x 6= 0,

∫
R
δ0(x) dx = 1

用于描述单位脉冲或者爆破（一个东西在瞬间有一个有限增长）。显然这不是一个数学上的定义，数学里为其提

供理论依据的东西是 Dirac 测度。

Definition 2.3. (Dirac 测度) 对可测空间 (X,F) 与一点 x ∈ X，可定义其上的一个测度 δx 为

δx(A) = 1 if x ∈ A, otherwise δx(A) = 0

称这种测度为（x 处的）Dirac 测度.

即一个集合的测度取决于它是否包含哪个特定点。Dirac测度的重要意义是：1.给出了判断属于关系的测度
表示；2. 给出把区域表述转化为点态表述的办法。更具体的说，函数在一点的取值可以用积分表示了。

Exercise 2. 考虑积分的四步走定义，将 f(x) 用关于 δx 的积分表示。

Solution.
f(x) =

∫
X

f dδx

难以理解的话分别对特征函数、简单函数、非负可测函数、一般可测函数验证这一点。 □

直观的运用是上学期在 pde 课程中学习的方程 ∆u = 0 的基本解，以 R3 情形为例，其基本解为 Γ(x) = C|x|−1，

显然其在原点外处处调和，但在原点处的 ∆ 是多少，我们无法用经典语言说明。不过现在用 Dirac 测度就可以
说明白这件事情：

Theorem 2.2. (位势方程基本解)
∆Γ = δ0

. 这里的等号是分布意义下的等号，即两边不是直接相等，而是在乘任一光滑紧支函数后积分相等，即∫
R3

Γ ·∆φ dx =

∫
R3

∆Γ · φdx =

∫
R3

φδ0 dx =

∫
R3

φ dδ0 = φ(0)

第一个等号来自分部积分. 此处的证明是 pde 中标准的挖去中心小球的技巧，不再赘述.

第二个内容是计数测度，顾名思义就是一个集合的测度由其中有给定点的数量决定。

Definition 2.4. (计数测度) 对可测空间 (X,F) 与其中点集 X0 ⊂ X，可定义其上的一个测度 δX0 为

δX0(A) = A中含X0中点的个数

称这种测度为（X0 给出的）计数测度. 请自行证明这是一个测度.
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对于 X0 是至多可数集的情况，我们可以把计数测度写成 Dirac 测度离散和的形式：

δX0
=
∑
x∈X0

δx

实际上计数测度就是 Dirac 测度的线性和。由先前关于 Dirac 测度“取值可以写成积分”的理解，计数测度意
味着“取值的离散和可以写成积分”，经典的例子是求和符号

∑∞
n=1 fn(x)，将 fn(x) 视作是 N 上的函数，写作

fx(n)，则有 fx(n) =
∫
N f

x dδn，即

∞∑
n=1

fn(x) =

∞∑
n=1

∫
N
fx dδn =

∫
N

∞∑
n=1

fx dδn =

∫
N
fx d

∞∑
n=1

δn =

∫
N
fx dδN

这里其实没有涉及到交换级数和积分次序的问题，因为积分本质上只在一点进行，fxδn 满足支集分离。

把级数写成积分的重要意义是：你现在可以对级数使用各种积分技术了，包括但不限于 Levi单调收敛、Fatou
引理、Lebesgue 控制收敛、Fubini 定理及 Lp 空间相关理论.

第三个内容是 Stieltjes 测度，主要研究一个函数如何关于另一个函数做积分，在概率论中分布函数相关的
章节会用到。问题的动机是对于单调可导函数 g 我们有

∫
f dg =

∫
fg′ dx，等式左侧的积分测度 dg 是如何定

义的？对于 g 只是单调连续的情况还有类似的办法吗？

证明的过程同样利用 Carathéodory 测度扩张定理，这里只给出主线。我们固定一个 R 上的递增右连续函
数 F。我们希望构造一个 Borel 测度 µF , 使得对任意的 −∞ ≤ a < b ≤ +∞, µF (a, b] = F (b)−F (a)。为此我们

先在代数 (请大家自行验证这的确是一个代数)

A =

{
N⋃
i=1

(ai, bi] | −∞ ≤ ai < bi ≤ +∞, N ≥ 0

}
,

即有限个左开右闭 (右端点可以是 +∞) 的区间的并构成的代数上构造预测度 µF。

首先注意到我们总是可以把 A 中的元素写成有限个“分离”的半区间之并, 即形如
⊔N

i=1(ai, bi], 其中 a1 <

b1 < a2 < b2 < · · · < aN < bN , 并且可以证明这样的表示方式是唯一的 (请证明这一点!), 于是我们可以定义

µF

N⊔
i=1

(ai, bi] =

N∑
i=1

(F (bi)− F (ai)) .

我们很容易验证 µF 具有有限可加性: 每次并上一个半区间 (aN+1, bN+1], 由于这个新增的半区间与原来的
不交, 通过讨论分离性就知道

µF

N⊔
i=1

(ai, bi]
⊔

(aN+1, bN+1] =

N+1∑
i=1

(F (bi)− F (ai)) = µF

N⊔
i=1

(ai, bi] + µF (aN+1, bN+1].

通过验证那两个条件来应用 Carathéodory 测度扩张定理即可。于是对任意的递增右连续函数 F , 存在唯一
的 Borel 测度 µF , 使得对任意的 a < b, 有 µF (a, b] = F (b) − F (a)。此外, 这个测度还满足紧集的测度有限, 这
样的 Borel 测度被称为 Stieltjes 测度。事实上 R 上的 Stieltjes 测度和递增右连续函数 (模掉一个 R 的常数类)
是一一对应的。特别地, 我们取 F (x) = x, 就得到了 Lebesgue 测度。

2.1.4 Littlewood 第一原理

Littlewood 第一原理是说：可测集差不多是开集（即“正则性”）。
我们来解释这句话。可测集合是可测空间范畴下的概念，而开集是拓扑空间范畴下的概念，这里的“差不

多”是测度意义下的。

Theorem 2.3. (Littlewood 第一原理，表述一) 对任意的可测集 E ⊂ Rn 和任意的 ε > 0，存在开集 U ⊃ E，

使得 m(U − E) < ε。
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此外，由于 Rn 上的开集可以写成可数个内部不相交的矩体的并，我们还可以表述如下。

Theorem 2.4. (Littlewood 第一原理，表述二) 对任意的可测集 E ⊂ Rn,m(E) < ∞ 和任意的 ε > 0，存在有

限个不相交的开矩体的并 U，使得 m(E∆U) < ε。

Exercise 3. 证明：(2X ,∆,∩) 构成一个交换环，其中对称差 ∆ 是加法，交集 ∩ 是乘法。

Solution. 验证定义即可. □

Remark 2.4. 从描述集合论的观点看，有限个不相交的开矩体的并 U 是容易描述、把握的集合，从而这个表

述告诉我们可测集可以从一个容易把握的集合出发，通过加上、减去一个任意小测度的集合得到。

2.1.5 Cantor 集与 Cantor 函数

标准 Cantor 集是无处稠密、不可数、Lebesgue 零测度的闭集，通过控制每步去掉区间的长度可以得到正
测度 Cantor 集，具体办法见第一次习题课讲义习题 10 。Cantor 集是本科实分析中构造各种反例的起点，与之
关联的知识有 n 进制表示和 Cantor 函数。

实数的 n 进制表示 我们日常使用的是十进制，即把所有实数 a 表示成

a =

+∞∑
n=−∞

an × 10n

并写成 · · · a2a1a0.a−1a−2 · · · 的形式。接下来我们证明这一过程在任意进制下都是对的。

Theorem 2.5. (实数的 n 进制表示) 设 b ≥ 2 是一个整数，则任意实数 a 都可以表示成

a =

+∞∑
n=−∞

anb
n, an ∈ {0, 1, . . . , b− 1}.

也就是说，a 可以写成 b 进制形式

· · · a2a1a0.a−1a−2 · · · .

Proof 2.1. 只证明 x ∈ [0, 1) 时的情形，定义

x0 = x,

并对每个 k ≥ 1 递归定义

a−k = bbxk−1c, xk = bxk−1 − a−k.

由于 0 ≤ xk−1 < 1，故

0 ≤ bxk−1 < b,

从而

a−k ∈ {0, 1, . . . , b− 1}, 0 ≤ xk < 1.

并且

xk−1 =
a−k + xk

b
.

于是反复代入可得

x =
a−1

b
+
x1
b

=
a−1

b
+
a−2

b2
+
x2
b2

= · · · =
m∑
j=1

a−j

bj
+
xm
bm

.

因为 0 ≤ xm < 1，所以

0 ≤ xm
bm

<
1

bm
→ 0 (m→ ∞).

故

x =

∞∑
j=1

a−jb
−j .
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这种表示一般并非完全唯一。例如十进制中

1 = 0.9999 · · · .

一般地，一个有限展开可以改写为末尾减 1 后接无限多个 b− 1 的展开。商去这种情形后，在任意进制下，R 和
小数的对应是存在唯一的，而且这个构造是直观的。

Exercise 4. 用三进制小数表示标准 Cantor 集。

Solution.

x =

∞∑
n=1

an × 3−n, an = 0 or 2

□

Cantor 函数 “平时几乎处处不学习，但期末时却可以考满分。”————rgb

Definition 2.5. (Cantor 函数) Cantor 函数 f : [0, 1] → [0, 1] 可由三进制展开严格定义如下：对任意 x ∈ [0, 1]，

设其三进制表示为

x =

∞∑
k=1

ak
3k
, ak ∈ {0, 1, 2}.

若 x ∈ C（即所有 ak 6= 1），令 bk = ak/2 ∈ {0, 1}，定义

f(x) =

∞∑
k=1

bk
2k
.

若 x /∈ C，取第一个使得 ak = 1 的位置，其后所有位视为 0，再按上式定义。

不难验证，Cantor 函数 f 满足：

1. f 在 [0, 1] 上连续且单调不减；

2. f ′(x) = 0 几乎处处成立；

3. f(C) = [0, 1]，即零测的康托集被映满单位区间；

4. f(0) = 0, f(1) = 1；

5. f 是有界变差函数，但不是绝对连续函数。

这个函数很奇怪的一个性质就是引言里所提到的：它几乎处处不增长，却可以从 0 上升到 1. 我们来绘制一个简
单的 Cantor 函数示意图（原谅我 tikz 水平实在有限，只能画到 4 次操作了，将就着看吧）：

x

F (x)

0 11
3

2
3

0

1

1
2

1
4

3
4

Cantor function

y = x
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对于一般的正测度 Cantor 集，我们用同样逐步定义的办法也可以构造类似的“Cantor 函数”。

Cantor 测度 这一节大家不必掌握。Cantor 函数在零测集上有有限增长让我们不禁联想到 Dirac 测度，不过
由于 Cantor 集不可数，我们没办法将 Cantor 函数写作某些 Dirac 测度线性组合的积分。想要把 Cantor 函数
写作某种测度的积分，办法有两种：

1. 利用前面证明的 Stieltjes 测度理论。Cantor 函数连续单调递增，于是可以给出 Stieltjes 测度 µf，此时有

f(x) = µf ((0, x)) =

∫ x

0

dµf

2. 考虑“测度的极限”。我们在可测空间 ([0, 1],L) 上考虑，定义 Cantor 集构造中第 n 步剩下的 2n 个闭区间中

每个闭区间的测度为 2−n，其余部分测度为 0，于是得到了 ([0, 1],L) 上的一列测度 µk，其会弱收敛到某个极限

测度，记作 µf，满足我们的要求。

这里的 µf 称作 Cantor 测度. 对测度弱收敛相关理论感兴趣的同学可查阅《_ 飞帖》。

2.1.6 不可测集

课上我们已经构造了经典的不可测集，即 Vitali 集。这是实分析中的重要反例。事实上所有不可测集的构
造都依赖于选择公理。

我们来证明几个（应该有用的）定理：

Theorem 2.6. R 上对任意平移不变的、局部有限的非平凡测度（紧集测度有限，且测度不恒为 0）存在不可
测集。

Proof 2.2. 只要 [0, 1] 的测度为有限正数，平移 Vitali 集就会出现矛盾。

Theorem 2.7. Vitali 集的可测子集只有零测集.

Proof 2.3. Vitali 集的有理数平移可以被控制在有限区间中，其可测子集的可数平移不交并测度有限.

Theorem 2.8. R 上任意正测集必有不可测子集.

Proof 2.4. 设 Vitali 集的有理数平移构成 Vn，与正测集 E 相交：考虑

E ∩ Vn, n ≥ 1.

显然

E =

∞⊔
n=1

(E ∩ Vn).

假设所有 E ∩ Vn 都可测，则由可数可加性

m(E) =

∞∑
n=1

m(E ∩ Vn).

等号右侧全是 0，而左侧 m(E) > 0，矛盾. 因此至少存在某个 n0 使得

E ∩ Vn0
⊂ E

是 E 的不可测子集。

接下来我们构造一个重要的反例：
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Exercise 5. 存在 R 上的连续函数，使得 Lebesgue 可测集的原像是 Lebesgue 不可测集.

Solution. 重点是利用 Cantor 函数 f。为了取逆，我们给 f 加上一个增量：定义 g = (f + x)/2，注意

到 m(g(C)) > 0，可取不可测集 V ⊂ g(C)，则

g−1(V ) ⊂ C =⇒ m(g−1(V )) = 0 =⇒ g−1(V )可测，but V = g−1(g−1(V ))不可测

g−1 即为所求。 □

2.2 可测函数

首先我们先忘掉课上学习的可测函数，以便于厘清其定义的动机。先定义可测映射：若两个可测空间 (X1,F1)，

(X2,F2) 的映射 F : X1 → X2 满足

∀A ∈ F2, F−1(A) ∈ F1

则称 F 是 X1 到 X2 的可测映射。

现在把可测映射定义中的两个可测空间换成 R上的 Lebesgue测度空间，则可测映射的定义变为“Lebesgue
可测集的原像是 Lebesgue 可测集”，但这个定义会导致连续函数不可测（上面的 Exercise），我们不得不调整右
边的空间为 Borel 测度空间，可测映射的定义变为“Borel 集的原像是 Lebesgue 可测集”，这正是我们所学的可
测函数。这就解释了为什么可测性会与拓扑概念产生联系，以及为什么可测函数定义为“开集的原像是 Lebesgue
可测集”是合适的。

Exercise 6. (2024 实分析 H 期中) 简述 R 上可测函数的定义。

Solution. 开集的原像是 Lebesgue 可测集，或者说，由 (R,L,m) 到 (R,B,m) 的可测映射。 □

2.2.1 收敛性

将 (X,F ,m) 上的可测函数类记作 L((X,F ,m)) 或 L(X)（不引起误解的情况下）。可测函数相比于连续函

数，最重要的性质是对极限运算封闭，即

fk ∈ L(X) =⇒ lim
k→∞

fk ∈ L(X), lim
k→∞

fk ∈ L(X)

另一个重要的知识点是四种收敛性之间的关系：a.e. 收敛，a.un. 收敛，Lp 收敛，依测度收敛。后两种收敛

刘老师貌似还没讲，现在就不总结了。

2.2.2 Littlewood 第二原理

Littlewood 第二原理是说：可测函数差不多是连续函数。
注意到可测函数是可测空间范畴下的态射，而连续函数是拓扑空间范畴的概念，这里的“差不多”也是在

测度意义下的。其精确表述就是 Lusin 定理。

Theorem 2.9. (Littlewood 第二原理，表述一) 设 f : Rn → R 是一个可测函数，那么对任意的 ε > 0，存在闭

集 F ⊂ Rn，m(F c) < ε，使得 f |F 是连续的。

这里我们强调 F 是闭集的原因是我们希望将 f |F 延拓为一个 Rn 上的连续函数，而一般来讲，只有闭集上

的连续函数才能延拓为全空间上的连续函数，这就是所谓的 Tietze 扩张定理（这等价于 Urysohn 引理）。

Theorem 2.10. (Littlewood 第二原理，表述二) 设 f : Rn → R 是一个可测函数，那么对任意的 ε > 0，存在

连续函数 g ∈ C(Rn)（可以取为 ‖f‖L∞ = ‖g‖L∞），使得

m({x ∈ Rn | f(x) 6= g(x)}) < ε.
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Remark 2.5. 这里我们使用了不相等集合的测度来衡量两个可测函数之间的距离，事实上 (L(X → R)/ ∼
,m({6=})) 构成了一个度量空间（因为可能会涉及到两个函数之间的距离是无穷，我们这里假设 X 是一个有限

测度空间），其中 / ∼ 代表的是商掉几乎处处为零的可测函数构成的子空间。这是一个完备的度量空间吗？

我们将习题中的结论也搬过来。

Theorem 2.11. (Littlewood 第二原理，表述三)设 f : Rn → R 是一个可测函数，那么存在连续函数列 {fn} ⊂
C(R) 几乎处处收敛到 f。

Remark 2.6. 请注意，我们在 Lusin 定理的叙述中总是假设可测函数 f 是实值或者是几乎处处有限的，这是

为了避免出现太多取值无穷的地方。如果 f 不是几乎处处有限的，我们可以使用 arctan(x) 或者 x
1+|x| 这种函

数化为有界的情形。

2.2.3 Littlewood 第三原理

Littlewood 第三原理是说：可测函数列的几乎处处收敛差不多是一致收敛。
同样的，几乎处处收敛是测度空间范畴中的概念，而一致收敛是拓扑空间范畴中的概念，这里的“差不多”

依旧是用测度来衡量的。其精确表述就是 Egorov 定理。

Theorem 2.12. (Littlewood 第三原理) 假设 E ⊂ Rn 是 有限测度的可测集，{fn}n≥1 是一列几乎处处收敛到

f 的可测函数列，那么对任意的 ε > 0，存在 Eε ⊂ E，m(Eε) < ε，使得 fn 在 E − Eε 上一致收敛到 f。

2.3 Lebesgue 积分理论

2.3.1 抽象积分的定义

本节的目的是从抽象测度空间的框架下定义好积分映射。我们先给出测度空间 (X,F ,m) 上复值可测函数

的定义：

f ∈ L(X) ⇔ f是(X,F ,mX)到(C,BC),mC)的可测映射

C 上的拓扑正如复分析所学，C 上的 Lebesgue 测度 mC 同构于 R2 上的 Lebesgue 测度。接下来我们通过四步
走定义测度空间 (X,F ,m) 上的 Lebesgue 积分：∫

X

: L(X) → C, f 7→
∫
X

f

Step1. 对可测集的特征函数定义 ∫
X

: F → C, χA 7→ mX(A)

Step2. 对特征函数的非负线性组合，即非负简单函数定义∫
X

: S+(X) → C,
N∑

n=1

anχAn 7→
N∑

n=1

anmX(A)

Step3. 对非负可测函数定义，利用单调列逼近的办法：任意 f ∈ L+(X)，存在 fk ∈ S+(X)，使得 fk ↗ f∫
X

: L+(X) → C, f 7→ lim
k→∞

∫
X

fk

Step4. 对一部分可测函数定义，记 L′(X) := {f ∈ L(X) :
∫
X
f+和

∫
X
f−不同时等于∞}，则定义∫

X

: L′(X) → C, f 7→
∫
X

f+ −
∫
X

f−

事实上我们没办法对全部的可测函数定义积分。另一个需要注意的问题是 Step3 中的良定性：
∫
X
f 与 fk 的选

取有关吗？
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Exercise 7. Step3 是良定的，即
∫
X
f 与 fk 的选取无关。更进一步，对 f ∈ L+(X) 我们有∫

X

f = sup
φ∈S+(X),φ≤f

∫
X

φ

Solution. 固定一列 fk ∈ S+(X)，满足 0 ≤ fk ↑ f, 并记 I := limk→∞
∫
X
fk.

引理：若 φ ∈ S+(X) 且 φ ≤ f，则
∫
X
φ ≤ I.

事实上，把 φ 写成

φ =

m∑
j=1

ajχAj
, aj > 0, Aj ∈ F ,

并可设 A1, . . . , Am 两两不交。对任意 n ∈ N，定义

A
(n)
j,k := Aj ∩

{
x ∈ X : fk(x) ≥

(
1− 1

n

)
aj

}
.

由于在 Aj 上有 fk(x) ↑ f(x) ≥ aj，故 A
(n)
j,k ↑ Aj 令

φk,n :=

m∑
j=1

(
1− 1

n

)
aj χA

(n)
j,k

.

则 φk,n ∈ S+(X)，且由定义可知 φk,n ≤ fk，于是∫
X

φk,n ≤
∫
X

fk.

令 k → ∞，由测度的下连续性得到

lim
k→∞

∫
X

φk,n =

m∑
j=1

(
1− 1

n

)
aj mX(Aj) =

(
1− 1

n

)∫
X

φ.

因此 (
1− 1

n

)∫
X

φ ≤ I.

令 n→ ∞ 即得
∫
X
φ ≤ I. 引理得证。

下证 Step3 良定。设 gℓ ∈ S+(X) 也是另一列满足 0 ≤ gℓ ↑ f, 并记

J := lim
ℓ→∞

∫
X

gℓ.

对任意固定的 ℓ，因为 gℓ ∈ S+(X) 且 gℓ ≤ f，由上面的引理可知
∫
X
gℓ ≤ I. 令 ℓ→ ∞ 得 J ≤ I. 交换 fk

与 gℓ 的角色，同理得 I ≤ J. 故 I = J。这说明∫
X

f := lim
k→∞

∫
X

fk

与所选的单调递增简单函数逼近列无关，即 Step3 是良定义的。

最后证明上确界公式。由引理，对任意 φ ∈ S+(X) 且 φ ≤ f，都有
∫
X
φ ≤

∫
X
f. 于是

sup
{∫

X

φ : φ ∈ S+(X), φ ≤ f

}
≤
∫
X

f.
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另一方面，对任意 fk ∈ S+(X) 满足 0 ≤ fk ↑ f，每个 fk 都满足 fk ≤ f，故∫
X

fk ≤ sup
{∫

X

φ : φ ∈ S+(X), φ ≤ f

}
.

令 k → ∞ 即得 ∫
X

f ≤ sup
{∫

X

φ : φ ∈ S+(X), φ ≤ f

}
.

综上， ∫
X

f = sup
{∫

X

φ : φ ∈ S+(X), φ ≤ f

}
.

□

以后可能会了解 Bochner 积分相关的概念，这里暂且不展开了。

2.3.2 交换次序定理

极限、积分、级数、导数等运算能否交换次序之类的问题，之后的习题课应该会讲。
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