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定义 (双线性函数)

设 V 是数域 F 上的 n 维线性空间, 若 f : V × V → F 满足:

f(λ1α1 + λ2α2, β) = λ1f(α1, β) + λ2f(α2, β),

f(α, µ1β1 + µ2β2) = µ1f(α, β1) + µ2f(α, β2),

则 f 称为 V 上的双线性函数.

例1.

设 L1, L2 ∈ L(V,F) 是 V 上的线性函数, 定义

f(α, β) ≜ L1(α)L2(β).

则 f(α, β) 是 V 上的双线性函数.

设 V = Fm×n, 对于 A ∈ Fm×m, 定义 V 上二元函数 fA(X,Y ) 为

fA(X,Y ) ≜ tr(XTAY ).

则 fA(X,Y ) 是 V 上的双线性函数.
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性质1.

f(α,0) = 0 = f(0, β)

性质2. (双线性性)

f

( p∑
i=1

λiαi,

q∑
j=1

µjβj

)
=

p∑
i=1

q∑
j=1

λiµjf(αi, βj).

线性空间 L(V, V,F)
记 L(V, V,F) 为 V 上所有双线性函数的集合.

加法: 设 f, g ∈ L(V, V,F), α, β ∈ V , 定义

(f + g)(α, β) = f(α, β) + g(α, β).

数乘: 设 f ∈ L(V, V,F), λ ∈ F, α, β ∈ V , 定义

(λf)(α, β) = λf(α, β).

L(V, V,F) 在上述加法和数乘下成为 F 上的线性空间.
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定义 (双线性函数在基下的方阵)

设 {α1, . . . , αn} 是 V 的一组基, f ∈ L(V, V,F), 定义

A =
(
f(αi, αj)

)
n×n

=



f(α1, α1) f(α1, α2) · · · f(α1, αn)

f(α2, α1) f(α2, α2) · · · f(α2, αn)

...
...

. . .
...

f(αn, α1) f(αn, α2) · · · f(αn, αn)


,

则 n 阶方阵 A 称为双线性函数 f 在基 {α1, . . . , αn} 下的方阵.

双线性函数的矩阵表示

若 α =
n∑

i=1

xiαi, β =
n∑

i=1

yiαi, 记 x = (x1, . . . , xn)
T , y = (y1, . . . , yn)

T ∈ Fn, 则

f(α, β) = f

( n∑
i=1

xiαi,

n∑
j=1

yjαj

)
=

n∑
i,j=1

xif(αi, αj)yj = xTAy.
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定理1.

F 上的线性空间 L(V, V,F) 与 Fn×n 同构, 从而 dimL(V, V,F) = n2.

定义 (F 相合)

设 A 与 B 是 n 阶方阵, 如果存在 n 阶可逆方阵 P , 使得

B = PTAP,

则方阵 A 与 B 称为相合的.

定理2.

设数域 F 上的 n 维线性空间 V 上的双线性函数 f 在 V 的基 Γ = {α1, · · · , αn}
与 Λ = {β1, · · · , βn} 下的方阵分别为 A =

(
f(αi, αj)

)
与 B =

(
f(βi, βj)

)
, 基

之间的过渡方阵为 P , 即 (β1 · · · βn) = (α1 · · · αn)P . 则

B = PTAP.

也就是同一个双线性函数在不同基下的方阵是相合的.
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定义 (秩、退化、非退化)

设 f(α, β) 是数域 F 上的 n 维线性空间 V 上的双线性函数.

f(α, β) 在某组基下的方阵的秩定义为双线性函数 f(α, β) 的秩.

如果 f(α, β) 秩为 n, 则 f(α, β) 称为非退化的. 否则 f(α, β) 称为退化的.

定义

设 f(α, β) 是线性空间 V 上的双线性函数, 若 f(α, β) = 0, 则称 α 左正交
于 β (记为 α ⊥L β), β 右正交于 α (记为 β ⊥R α).

对子空间 W , 定义子空间:

W⊥L = {α ∈ V | f(α, β) = 0, ∀β ∈ W}.

W⊥R = {α ∈ V | f(β, α) = 0, ∀β ∈ W}.

V ⊥L , V ⊥R 分别称为 V 关于双线性函数 f(α, β) 的左根基与右根基.
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性质

设 W 与 U 是 V 的子空间, 且 W ⊆ U , 则有

(1). U⊥L ⊆ W⊥L , U⊥R ⊆ W⊥R .

(2).
(
W⊥L

)⊥R ⊇ W ,
(
W⊥R

)⊥L ⊇ W .

定理3.

设 f(α, β) 为 V 上的双线性函数, 则

dimV ⊥L = dimV ⊥R = n− rank(f).

推论

V 上的双线性函数 f(α, β) 非退化 ⇐⇒ V ⊥L = 0 ⇐⇒ V ⊥R = 0.
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双线性函数与对偶空间

设 f 为 V 上双线性函数, 取定 α0 ∈ V , 对 β ∈ V , 定义 L(α0)(β) ≜ f(α0, β),
则 L(α0) ∈ V ∗. 由此定义映射 A : V → V ∗, 使得 A (α) = L(α).

定理4.

A ∈ L(V, V ∗), 并且 Ker(A ) = V ⊥L.

定理5.

数域 F 上 n 维线性空间 V 上的双线性函数 f(α, β) 非退化 ⇐⇒ 任意 g ∈ V ∗,
存在 α ∈ V 使得 g(β) = f(α, β) = A (α)(β) (即 A 是满射).

定理6.

数域 F 上 n 维线性空间 V 上的双线性函数 f(α, β) 非退化 ⇐⇒ 任意 g ∈ V ∗,
存在 β ∈ V 使得 g(α) = f(α, β).
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定义 (对称与斜对称双线性函数)

设 f(α, β) 为 V 上双线性函数. 若任意 α, β ∈ V , 有

f(β, α) = f(α, β)

则 f(α, β) 称为对称的; 若任意 ∀α, β ∈ V , 有

f(β, α) = −f(α, β),

则 f(α, β) 称为斜对称的.

定理7.

任意双线性函数f可唯一分解为对称双线性函数g与斜对称双线性函数h之和:

f = g + h, g(α, β) =
f(α, β) + f(β, α)

2
, h(α, β) =

f(α, β)− f(β, α)

2
.
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定理8.

设 f(α, β) 为 V 上双线性函数. 则向量关于 f(α, β) 的正交性对称 ⇐⇒
f(α, β) 为对称或斜对称双线性函数.

证明.

充分性显然. 现在对 dimV 归纳来证明必要性. 首先, 若任意 α ∈ V , 有
f(α, α) = 0. 则由 f(α, α) = f(β, β) = f(α+ β, α+ β) = 0 对任意 α, β ∈ V 成
立可得 f(α, β) 是斜对称的.

若存在 α1 ∈ V 满足 f(α1, α1) = a ̸= 0, 令 W = ⟨α1⟩. 由正交性对称立即
有 W⊥L = W⊥R ≜ W⊥ 并且 V = W ⊕W⊥. 由归纳假设 fW⊥ 为对称的或斜
对称的. 若存在 α, β ∈ W⊥, 使得 f(β, α) = −f(α, β) = b ̸= 0. 计算得

f(bα1 + α, α1 + aβ) = bf(α1, α1) + af(α, β) = ba− ab = 0.

由正交对称性, 则有

0 = f(α1 + aβ, bα1 + α) = bf(α1, α1) + af(β, α) = ba+ ab = 2ab

矛盾, 即 fW⊥ 不是非零斜对称的, 故 fW⊥ 为对称的, 立即有 f 为对称的.
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S(V, V,F)
线性空间 V 的所有对称双线性函数集合记为 S(V, V,F).

定理1.

设 V 为数域 F 上的 n 维线性空间, 集合 S(V, V,F) 与数域 F 上所有 n 阶对称
方阵集合 S(n,F) 之间存在一一对应.

定理2.

设 f 是数域 F 上的 n 维线性空间 V 上的对称双线性函数, 则存在 V 的一组基
{α1, . . . , αn}, 使得 f 在该基下的矩阵为

diag(a1, . . . , ar, 0, . . . , 0), ai ̸= 0, r = rank f.

证明思路.

对维数 n 归纳. 若 f ̸= 0, 则存在 α1 使 f(α1, α1) ̸= 0, 令 W = spanF{α1}, 证
明 V = W ⊕W⊥, 然后在 W⊥ 上归纳.
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定理3.

设 S ∈ S(n,F). 则存在数域 F 上的 n 阶可逆方阵 P，使得

PTSP = diag(a1, . . . , ar, 0, . . . , 0), ai ̸= 0, r = rank f.

注记.

如果 V 的基 {α1, . . . , αn} 中任意两个向量 αi 与 αj 关于 f(α, β) 是正交
的, 则这组基称为 V 的关于 f(α, β) 的正交基.

任意对称双线性函数 f(α, β), 存在关于 f(α, β) 的正交基 {α1, . . . , αn}, 使
得 f(α, β) 在这组基下的方阵是对角阵. 而且 V 中由基向量 αr+1, . . . , αn

生成的子空间即是 f(α, β) 的根基 V ⊥ = V ⊥L = V ⊥R.

数域 F 上的 n 阶对称方阵相合于对角阵.

定理4.

设 f(α, β) 是实线性空间 V 上的对称双线性函数, 则存在基使 f(α, β) 的矩阵为

diag(Ip,−Iq, 0), p+ q = rank f.
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定义 (正定/半正定)

设 f(α, β) 是实线性空间 V 上的对称双线性函数.

如果对任意非零向量 α ∈ V , 均有 f(α, α) > 0, 则 f(α, β) 称为正定的.

如果对任意向量 α ∈ V , 均有 f(α, α) ≥ 0, 则 f(α, β) 称为半正定的.

类似可以定义负定与半负定对称双线性函数.

定理5.

设 f(α, β) 是 n 维实线性空间 V 上的对称双线性函数. 则空间 V 可以分
解为子空间 V +, V − 与 V ⊥ 的直和, 即

V = V + ⊕ V − ⊕ V ⊥,

使得 f(α, β) 在 V + 与 V − 上的限制分别是正定与负定的.

如果空间 V 还可以分解为子空间 V +
1 , V −

1 与 V ⊥ 的直和, 使得 f(α, β) 在
V +
1 与 V −

1 上的限制分别是正定与负定的, 则

dimV +
1 = dimV +, dimV −

1 = dimV −.
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定义 (正负惯性指数、符号差)

设 f(α, β) 是 n 维实线性空间 V 上的对称双线性函数. p = dimV + 称为
f(α, β) 的正惯性指数; q = dimV − 称为 f(α, β) 的负惯性指数; δ(f) = p− q
称为 f(α, β) 的符号差.

定理6. 惯性定理

设 f(α, β) 是 n 维实线性空间 V 上的对称双线性函数, 则正惯性指数 p 与负惯
性指数 q 是 f(α, β) 的不变量.

定理7.

设 S 为 n 阶实对称方阵, 则存在可逆实方阵 P 使得

PTSP = diag(Ip,−Iq, 0).

p, q, δ(S) = p− q 是相合下的全系不变量.

推论

两个实对称矩阵相合 ⇐⇒ 它们有相同的秩和符号差.
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欧氏空间中的对称双线性函数

定义 (特征值)

n 维欧氏空间 V 上的对称双线性函数 f(α, β) 在 V 的标准正交基下的方阵 S
的特征值称为 f(α, β) 的特征值.

定理8.

设 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr 是 n 维欧氏空间 V 的对称双线性函数 f(α, β) 的全部非
零特征值, 则存在 V 的标准正交基 {ξ1, . . . , ξn}, 使得 f(α, β) 在基下的方阵为

diag(λ1, . . . , λr, 0, . . . , 0),

其中 r = rank f .
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复对称双线性函数的规范形

定理9.

设 f(α, β) 是 n 维复线性空间 V 上的对称双线性函数, 则存在基使得 f(α, β)
的方阵为

diag(Ir,O),

其中 r = rank f .

定理10.

复对称矩阵 S 相合于 diag(Ir,O), 且秩 r 是相合下的全系不变量.
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定义 (二次型)

设 f(α, β) 是对称双线性函数, 则 Q(α) = f(α, α) 称为 V 上的二次型.

对应结论:

设 Q(α) 是数域 F 上线性空间 V 上的二次型.

一般数域 F: 存在基 {α1, . . . , αn} 使得

Q(α) = a1x
2
1 + · · ·+ arx

2
r.

数域 F = R: 存在基 {α1, . . . , αn} 使得

Q(α) = x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+q.

V 是欧氏空间: 存在标准正交基 {ξ1, . . . , ξn} 使得有如下主轴形式

Q(α) = λ1x
2
1 + · · ·+ λrx

2
r.

数域 F = C: 存在基 {α1, . . . , αn} 使得

Q(α) = x2
1 + x2

2 · · ·+ x2
r.
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二次型化简的两种主要形式

问题描述

设 Q(α) 是线性空间 V 上二次型, 通过坐标变换将其化为更简单的形式.

主轴形式 (Euclid空间)

Q(α) = λ1y
2
1 + · · ·+ λry

2
r .

λi 为特征值.

需要标准正交基.

几何意义明确.

标准形 (实线性空间)

Q(α) = y21 + · · ·+ y2p − y2p+1 − · · · − y2p+q.

p, q 为惯性指数.

任意基即可.

配方法直接可得.
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1. 化简为主轴形式

设 Q(α) = xTSx, 其中 S 为对称矩阵, x 为坐标向量.

(1). 求特征值:
φ(λ) = det(λIn − S)

得非零特征值 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λt.

(2). 求特征子空间: 对每个 λi, 解:

(λiIn − S)x = 0

得特征子空间 Vλi , 维数 ni.

(3). 构造标准正交基: 对每个 Vλi
求标准正交基 {η(i)1 , . . . , η

(i)
ni }.

(4). 构造正交矩阵:

O = (η
(1)
1 , . . . , η(1)n1

, . . . , η
(t)
1 , . . . , η(t)nt

).

(5). 得到主轴形式:
Q(α) = λ1y

2
1 + · · ·+ λry

2
r .
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例1.

将二次型 Q(α) = x1x2 + x2x3 化为主轴形式.

解.

(1). 写出矩阵: S =

0 1
2

0
1
2

0 1
2

0 1
2

0

.

(2). 求特征值: φS(λ) = λ3 − 1
2
λ =⇒ λ1 =

√
2
2
, λ2 = −

√
2
2
, λ3 = 0.

(3). 求单位特征向量:

λ1: 解 Sx =
√

2
2
x 得 x = ( 1

2
,
√
2

2
, 1
2
)T .

λ2: x = ( 1
2
,−

√
2

2
, 1
2
)T .

λ3: x = (
√
2

2
, 0,−

√
2

2
)T .

(4). 构造正交矩阵: O =


1
2

1
2

√
2
2√

2
2

−
√
2
2

0
1
2

1
2

−
√
2

2

. 使得 OTSO = diag
(√

2
2
,−

√
2
2
, 0
)
.

(5). 主轴形式: Q(α) =
√
2

2
y2
1 −

√
2

2
y2
2 .
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设 Q(α) =
n∑

i=1

aiix
2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

aijxixj .

2. 直接配方法. 情况1: 有平方项 a11 ̸= 0.

(1). 提取含 x1 的项:

Q = a11x
2
1 + 2

 n∑
j=2

a1jxj

x1 +其余项.

(2). 配方:

Q = a11

x1 +

n∑
j=2

a1j
a11

xj

2

− a11

 n∑
j=2

a1j
a11

xj

2

+Q1.

(3). 变换:

y1 =
√
|a11|

x1 +

n∑
j=2

a1j
a11

xj

 , yi = xi (i ≥ 2).
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情况2: a11 = 0, 但存在 i ≥ 2, aii ̸= 0.

交换 x1 和 xi 的位置:

(y1, . . . , yn) = (x1, . . . , xn)Pi1,

其中 Pi1 为置换矩阵.

已转化为情况1.

情况3: 无平方项, 但 a12 ̸= 0.

作变换: 
y1 =

1

2
(x1 + x2),

y2 =
1

2
(x1 − x2),

yi = xi (i ≥ 3).

得: Q = 2a12y
2
1 − 2a12y

2
2 + · · · .

已转化为情况1.
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情况4: 无平方项且 a12 = 0, 但有 aij ̸= 0.

通过两次置换:
(y1, . . . , yn) = (x1, . . . , xn)Pi1P2j ,

使 y1y2 的系数不为零.

已转化为情况3.

惯性定理

经过上述配方得到的标准形:

Q = y21 + · · ·+ y2p − y2p+1 − · · · − y2p+q,

其中正惯性指数 p 和负惯性指数 q 是唯一确定的.
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例2. 配方法化标准形

Q(α) = x2
1 + x2

2 + x2
3 − 2x2

4 − 2x1x2 + 2x1x3 − 2x1x4 + 2x2x3 − 4x2x4.

解.

(1). 对 x1 配方

Q = x2
1 + 2x1(−x2 + x3 − x4) + (x2

2 + x2
3 − 2x2

4 + 2x2x3 − 4x2x4)

= (x1 − x2 + x3 − x4)
2 − (−x2 + x3 − x4)

2 + x2
2 + x2

3 − 2x2
4 + 2x2x3 − 4x2x4

= (x1 − x2 + x3 − x4)
2 − 3x2

4 + 4x2x3 − 6x2x4 + 2x3x4.

(2). 变量代换 {
u1 = x1 − x2 + x3 − x4,

ui = xi (i = 2, 3, 4).

得:
Q = u2

1 − 3u2
4 + 4u2u3 − 6u2u4 + 2u3u4.
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解. (续).

(3). 继续配方, 先整理 u2, u3 项: 4u2u3 =
1

3

[
(3u2 − u3)

2 − 9u2
2 − u2

3

]
.

(4). 代入并配方:

Q = u2
1 − 3u2

4 +
1

3
(3u2 − u3)

2 − 3u2
2 −

1

3
u2
3 − 6u2u4 + 2u3u4

= u2
1 −

[
1

3
(3u2 − u3)

2 + 2(3u2 − u3)u4 + 3u2
4

]
+ 3u2

2 + 2u2u3 +
1

3
u2
3

= u2
1 −

(√
3u2 −

1√
3
u3 +

√
3u4

)2

+

(√
3u2 +

1√
3
u3

)2

.

(5). 变量代换 
y1 = u1

y2 =
√
3u2 +

1√
3
u3

y3 =
√
3u2 − 1√

3
u3 +

√
3u4

y4 = u4

得: Q = y21 + y22 − y23 =⇒ p = 2, q = 1, r = 3.
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3. 矩阵形式的配方法

将配方法用矩阵运算表示, 便于系统化处理.

同步置换

S1 = PTSP

P 为置换矩阵.

交换行列位置.

将非零对角元移到左上角.

分块消元公式

设S =

(
a11 βT

β S0

)
, 则有

(
1 0

−a−1
11 β I

)(
a11 βT

β S0

)(
1 −a−1

11 β
T

0 I

)
=

(
a11 0
0 S0 − a−1

11 ββ
T

)

Schur补公式

上式是Schur补公式的特例:
S0 − a−1

11 ββ
T

称为 a11 在 S 中的Schur补.
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例3.

用矩阵变换法化二次型 Q(α) = x1x2 + x2x3 为标准形.

解.

(1). 写出对称矩阵: S =

0 1
2 0

1
2 0 1

2

0 1
2 0

.

(2). 化对角元非零:

Q =

1 −1 0
1 1 0
0 0 1

 =⇒ QTSQ =

1 0 1
2

0 −1 1
2

1
2

1
2 0

 .

(3). 对角化:

R =

1 0 − 1
2

0 1 1
2

0 0 1

 , RT (QTSQ)R = diag(1,−1, 0).
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解 (续).

(4). 总变换矩阵: P = (QR)−1 =

1 −1 0
1 1 0
0 0 1

−1

=


1
2

1
2

1
2

− 1
2

1
2 − 1

2

0 0 1

.

(5). 坐标变换: y = Px, 即:
y1 = 1

2x1 +
1
2x2 +

1
2x3

y2 = − 1
2x1 +

1
2x2 − 1

2x3

y3 = x3

(6). 标准形:

Q(α) = y21 − y22 =⇒ p = 1, q = 1, r = 2.

比较例1与例3.

特征值法: Q =
√
2
2 z21 −

√
2
2 z22 (主轴形式).

配方法: Q = y21 − y22 (标准形).

两者等价, 仅差一个伸缩变换.
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例4. 符号差公式

设 S 与 S − ααT 是 n 阶可逆实对称矩阵, α 为 n 维列向量, 则:

δ(S) =

{
δ(S − ααT ) + 2, αS−1αT > 1,

δ(S − ααT ), αS−1αT < 1.

证明.

(1). 构造矩阵: S0 =

(
1 αT

α S

)
.

(2). 用 1 消元:

(
1 0
−α In

)(
1 αT

α S

)(
1 −αT

0 In

)
=

(
1 0
0 S − ααT

)
= S1.

(3). 用 S 消元:(
1 −αTS−1

0 In

)(
1 αT

α S

)(
1 0

−S−1α In

)
=

(
1− αTS−1α 0

0 S

)
= S2.

(4). 由惯性定理: 1 + δ(S − ααT ) = δ(S1) = δ(S2) = sgn(1− αTS−1α) + δ(S),
分情况讨论即得结论.
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定义 (斜对称双线性函数)

设 V 是数域 F 上线性空间, 若双线性函数 f : V × V → F 满足:

f(α, β) = −f(β, α), ∀α, β ∈ V,

则称 f(α, β) 为 V 上的斜对称双线性函数.

斜对称双线性函数的性质

设 f(α, β) 是数域 F 上 n 维线性空间 V 上的双线性函数.

f(α, β) 是斜对称 ⇐⇒ f(α, α) = 0 对所有 α ∈ V 成立.

f(α, β) 是斜对称 ⇐⇒ f(α, β) 在 V 的某组基下的方阵是斜对称的.

若 f(α, β) 是斜对称, 则正交性是对称, 即:

f(α, β) = 0 ⇐⇒ f(β, α) = 0.

定理1.

数域 F 上 n 维线性空间 V 上所有斜对称双线性函数集合 K(V, V,F) 与数域 F
上的所有 n 阶斜对称方阵集合 K(n,F) 之间存在双射.
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定理2. 斜对称双线性函数的标准形

设 f(α, β) 是数域 F 上 n 维线性空间 V 上的斜对称双线性函数, 则存在 V 的
基 {ξ1, . . . , ξn}, 使得 f(α, β) 在该基下的方阵为:

diag

((
0 1
−1 0

)
, . . . ,

(
0 1
−1 0

)
, 0, . . . , 0

)
,

其中秩 rankf = 2s. 此时有

f(α, β) = (x1y2 − x2y1) + · · ·+ (x2s−1y2s − x2sy2s−1).

证明.

(1). 对维数 n 归纳, 且 n = 1 时 f ≡ 0 显然成立.

(2). 若 f ≡ 0 则结论成立. 否则存在 α, β 使得 f(α, β) = b ̸= 0. 取 ξ1 = α,
ξ2 = b−1β, 则 ξ1, ξ2 线性无关, 并且

f(ξ1, ξ2) = 1, f(ξ1, ξ1) = f(ξ2, ξ2) = 0.

(3). 令 W = spanF{ξ1, ξ2}, W⊥ 为其正交补. 证明 V = W ⊕W⊥ 即可.
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斜对称方阵的相合标准形

定理3.

设 K 是数域 F 上的 n 阶斜对称方阵, 则存在数域 F 上的 n 阶可逆方阵P ,
使得

PTKP = diag

((
0 1
−1 0

)
, . . . ,

(
0 1
−1 0

)
, 0, . . . , 0

)
,

其中秩 rankK = 2s.

换句话说, 数域 F 上的 n 阶斜对称方阵相合 (通过数域 F 上的方阵) 于上
述标准形, 并且斜对称方阵的秩是斜对称方阵在相合下的全系不变量.
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