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复线性空间上的内积

定义 (内积)

设 (α, β) 是复线性空间 V 上的二元复值函数, 若满足:

(1). Hermite 对称性: (β, α) = (α, β).

(2). 恒正性: 对任意非零向量 α, (α, α) > 0.

(3). 共轭双线性性:

(λ1α1 + λ2α2, β) = λ1(α1, β) + λ2(α2, β),

(α, µ1β1 + µ2β2) = µ1(α, β1) + µ2(α, β2).

则称 (α, β) 为 V 上的一个内积.
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内积的性质

性质1.

(α,0) = 0 = (0, β).

性质2. (共轭双线性性) p∑
i=1

λiαi,

q∑
j=1

µjβj

 =

p∑
i=1

q∑
j=1

λiµj(αi, βj).

性质3. (Cauchy-Schwarz 不等式)

对任意 α, β ∈ V , 有
|(α, β)|2 ≤ (α, α)(β, β).

并且等号当且仅当向量 α, β 线性相关时成立.
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定义 (Gram方阵)

设 {α1, . . . , αn} 是 V 的一组基, 定义

G =
(
(αi, αj)

)
n×n

=


(α1, α1) (α1, α2) · · · (α1, αn)

(α2, α1) (α2, α2) · · · (α2, αn)

...
...

. . .
...

(αn, α1) (αn, α2) · · · (αn, αn)

 ,

则 n 阶方阵 G 称为内积在基 {α1, . . . , αn} 下的 Gram 方阵.

内积的矩阵表示

若 α =
n∑

i=1

xiαi, β =
n∑

i=1

yiαi, 记 x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Cn, 则

(α, β) =

(
n∑

i=1

xiαi,

n∑
j=1

yjαj

)
=

n∑
i,j=1

xi(αi, αj)yj = xGy∗,

其中 y∗ = ȳT 是 y 的共轭转置.
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定理1. Gram方阵的性质

Gram方阵 G 是 Hermite 正定方阵.

证明

Hermite 性: G∗ = G 由内积的 Hermite 对称性得到.

正定性: 对任意非零 x ∈ Cn, 由内积的恒正性:

xGx∗ = (α, α) > 0,

其中 α =
n∑

i=1

xiαi ̸= 0.

注记.

反之, 任意 Hermite 正定方阵 G 也可定义一个内积.

n 维复线性空间 V 中取定基 Γ = {α1, . . . , αn}, V 上的内积和它在基 Γ 下
的Gram方阵对应, 这是 V 上所有内积的集合到所有 n 阶正定 Hermite 方
阵集合上的一一对应.
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不同基下的Gram方阵之间的关系

设内积 (α, β) 在 V 的基 Γ = {α1, · · · , αn} 与 Λ = {β1, · · · , βn} 下的Gram阵分
别为 G1 与 G2, 过渡方阵为 P = (pij), 即 (β1 · · · βn) = (α1 · · · αn)P . 因此

βi =

n∑
k=1

pkiαk.

从而有

(βi, βj) =

( n∑
k=1

pkiαk,

n∑
l=1

pljαl

)
=

n∑
k,l=1

pki(αk, αl)plj ,

也就是
G2 = PTG1P = PTG1(P

T )∗.

定义 (复相合)

设 A 与 B 是 n 阶复方阵, 如果存在 n 阶可逆复方阵 P , 使得

B = PAP ∗,

则方阵 A 与 B 称为复相合的.
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定义 (酉空间)

复线性空间 V 连同其上一个内积 ( · , · ) 称为一个酉空间.

向量范数与正交性

范数: ∥α∥ =
√
(α, α), 单位向量: ∥α∥ = 1.

正交: 若 (α, β) = 0, 记作 α ⊥ β.

定理1.

酉空间中任意一组两两正交的非零向量线性无关.

定理2. Gram-Schmidt正交化

设 {α1, . . . , αn} 是 n 维酉空间 V 的基, 则存在两两正交的非零向量 β1, . . . ,
βn, 使得对每个 k, {β1, . . . , βk} 是子空间 ⟨α1, . . . , αk⟩ 的基.

β1 = α1, βk = αk −
k−1∑
j=1

(αk, βj)

(βj , βj)
βj , k = 2, . . . , n
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定义 (标准正交基)

n 维酉空间 V 中由 n 个两两正交的单位向量组成的基称为标准正交基.

定理3.

n 维酉空间存在标准正交基.

定理4.

n 维酉空间中任意一组两两正交的单位向量组可扩充为标准正交基.

定理5-6.

n 维酉空间两组标准正交基的过渡阵 U 为酉方阵, 即 UU∗ = U∗U = In.

设 n 维酉空间两组基过渡阵 U 为酉方阵, 若其中一组基为标准正交基, 则
另外一组基也为标准正交基.

n 维酉空间 V 取定一组标准正交基, 则 V 的所有标准正交基的集合与 n
阶酉群 Un(C) (所有 n 阶酉方阵全体)一一对应.
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酉方阵的性质

(1). 酉方阵 U 可逆且 U−1 = U∗.

(2). 酉方阵的逆仍是酉方阵.

(3). 两个酉方阵的乘积仍是酉方阵.

(4). 单位方阵 In 是酉方阵.

定理7. QR分解

任意可逆复方阵 A 可唯一分解为 A = UT , 其中 U 是酉方阵, T 是对角元全正
的上三角方阵, 并且表示法唯一.

例1. Cn 标准内积

设 α = (x1, . . . , xn)
T , β = (y1, . . . , yn)

T ∈ Cn, 定义

(α, β) = αTβ = x1y1 + · · ·+ xnyn,

称为 Cn 的标准内积, 则 Cn 成为一个酉空间.
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定理8.

n 阶复方阵为酉方阵当且仅当 n 个行 (或列)构成 Cn 的一组标准正交基.

定义 (正交补)

设 W 是酉空间 V 的子空间, 定义 W 的正交补为:

W⊥ = {β ∈ V | (α, β) = 0, ∀α ∈ W}.

定理9.

有直和分解: V = W ⊕W⊥.

定义 (酉空间的同构)

两个酉空间 V,W 之间的双射 σ 若满足 (σ(α), σ(β)) = (α, β), 则称 σ 为酉空间
的同构映射, 而酉空间 V 与 W 称为同构.

定理10.

任意 n 维酉空间均同构于 Cn, 从而两个有限维酉空间同构当且仅当维数相同.
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复内积诱导的自然映射

设 V 是酉空间, 定义 σ(β) = fβ , 其中

fβ(α) = (α, β),

则 fβ 为 V 上的复线性函数.

定理1.

设 V 为 n 维酉空间, 则 σ : V → V ∗ 是复线性空间的同构映射.

定义 (伴随变换)

对酉空间 V 上线性变换 A , 定义其伴随变换 A ∗ 为满足如下关系的映射:

(A (α), β) = (α,A ∗(β)), ∀α, β ∈ V.

则 A ∗ 也是 V 上线性变换.

陈洪佳 (USTC) 第八章: 酉空间 14 / 36



伴随变换的性质

(1). (A + B)∗ = A ∗ + B∗.

(2). (λA )∗ = λA ∗.

(3). (A B)∗ = B∗A ∗.

(4). (A ∗)∗ = A .

(5). 若 A 在标准正交基下的矩阵为 A, 则 A ∗ 的矩阵为 A∗.

(6). W 是 A 的不变子空间当且仅当 W⊥ 是 A ∗ 的不变子空间.

定义 (酉相似)

设 A,B ∈ Cn×n, 若存在酉方阵 U 使得 B = U∗AU , 则称 A 与 B 酉相似.

注记.

几何意义: 酉空间中同一线性变换在不同标准正交基下的方阵酉相似, 并且
酉相似的方阵是同一线性变换在不同标准正交基下的方阵.

酉相似是等价关系, 将 Mn(C) = Cn×n 划分为酉相似等价类.
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定理2. 酉相似下的标准形

任意 n 阶复方阵 A 酉相似于一个上三角方阵, 其对角线为 A 的特征值.

定义 (规范方阵)

若 A∗A = AA∗, 则称 A 为规范方阵.

注记.

酉方阵、Hermite方阵、斜Hermite方阵都是规范方阵.

定理3. 规范方阵的酉相似标准形 (Schur定理)

A 酉相似于对角方阵 ⇐⇒ A 是规范方阵.

定理4. Schur不等式

设 λ1, . . . , λn 是 A 的特征值, 则

tr(AA∗) =
∑
i,j

|aij |2 ≥
n∑

i=1

|λi|2.

等号成立当且仅当 A 是规范方阵.
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特殊规范方阵的酉对角化

定理5. 规范方阵的酉相似标准形

规范方阵 A 酉相似于 diag(λ1, . . . , λn).

定理6. 酉方阵的酉相似标准形

酉方阵 U 酉相似于 diag(eiθ1 , . . . , eiθn).

定理7. Hermite方阵的酉相似标准形

Hermite方阵 H 酉相似于实对角方阵.

定理8. 斜Hermite方阵的酉相似标准形

斜Hermite方阵 K 酉相似于 diag(iλ1, . . . , iλr, 0, . . . , 0).

注记.

“规范方阵”特征值是“规范方阵”在酉相似下的全系不变量.
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几何对应

定理9.

设 A 是 n 维酉空间 V 上的线性变换, 则存在 V 的标准正交基 {α1, . . . , αn},
使得线性变换 A 在这组基下的方阵是上三角阵, 其对角线为 A 的全部特征值.

定义

酉空间 V 上线性变换 A :

若 A ∗A = A A ∗, 称为规范变换.

若 A ∗ = A −1, 称为酉变换.

若 A ∗ = A , 称为自伴变换.

若 A ∗ = −A , 称为斜自伴变换.

对应矩阵: 规范方阵、酉方阵、Hermite方阵、斜Hermite方阵.
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定理10. 酉变换

A 是酉变换 ⇐⇒ ∥A (α)∥ = ∥α∥, ∀α ∈ V .

证明.

若 A 是酉变换, 则 A ∗A = A A ∗ = E . 从而有

(A (α),A (α)) = (α,A ∗((A (α)) = (α, α), ∀α ∈ V.

反之, 若 ∥A (α)∥ = ∥α∥, ∀α ∈ V . 则对任意 α, β ∈ V 由于

(A (α+β),A (α+β)) = (A (α),A (α))+(A (β),A (α))+(A (α),A (β))+(A (β),A (β)),

(α+ β, α+ β) = (α, α) + (β, α) + (α, β) + (β, β),

(A (α+ iβ),A (α+ iβ)) = (A (α),A (α)) + i(A (β),A (α))− i(A (α),A (β)) + (A (β),A (β)),

(α+ iβ, α+ iβ) = (α, α) + i(β, α)− i(α, β) + (β, β),

从而有
(A (α),A (β)) = (α, β), ∀α, β ∈ V.

立即可得 A ∗A = A A ∗ = E .
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定义 (酉群)

n 维酉空间 V 上所有酉变换构成群 Un(C), 称为酉变换群, 或简称酉群.

定理11. 规范变换

A 为规范变换 ⇐⇒ 存在 V 的标准正交基, 使得 A 在基下方阵为对角阵.

例1.

n 阶复方阵 A 为规范方阵当且仅当存在多项式 f(x) ∈ C[x], 使得 A∗ = f(A).

必要性: 设 A = U∗DU , D = diag(λ1In1
, . . . , λtInt

), 构造 Lagrange 插值多项式

f(x) =

t∑
i=1

λi ·
∏

j ̸=i(x− λj)∏
j ̸=i(λi − λj)

,

则有 f(λi) = λi. 立即有 f(A) = U∗f(D)U = U∗DU = A∗.
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例2. 酉方阵的平方根

设 n 阶复方阵 A 与酉方阵 U 满足 UA = AUT , 则存在酉方阵 V 使得 U = V 2,
且 V A = AV T .

证明.

存在酉方阵 U1 使得 U = U∗
1 diag(eiθ1 , . . . , eiθn)U1, 令

V = U∗
1 diag

(
ei

θ1
2 , . . . , ei

θn
2

)
U1,

则 V 2 = U . 设 U1AU
T
1 = (akl), 由于 UA = AUT , 即

U∗
1 diag(eiθ1 , . . . , eiθn)U1A = AUT

1 diag(eiθ1 , . . . , eiθn)U1,

也就是

diag(eiθ1 , . . . , eiθn)U1AUT
1 = U1AUT

1 diag(eiθ1 , . . . , eiθn).

从而有 eiθkakl = eiθlakl =⇒ ei
θk
2 akl = ei

θl
2 akl =⇒ V A = AV T .
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定义

Hermite 方阵 H 称为:

正定 (记为 H > 0): x∗Hx > 0, ∀x ̸= 0.

半正定 (记为 H ≥ 0): x∗Hx ≥ 0.

负定/半负定类似.

定理1. 正定 Hermite 方阵的等价条件

设 H 是 n 阶 Hermite 阵, 则以下等价:

(1). H > 0 (x∗Hx > 0, ∀x ̸= 0).

(2). H 的特征值全为正数.

(3). 存在正定 Hermite 阵 H1, 使 H = H2
1 .

(4). 存在 n 阶可逆方阵 P , 使 H = P ∗P .

(5). H 的所有主子式为正.

(6). H 的顺序主子式为正.

(7). H 的所有 k 阶主子式之和为正 (k = 1, . . . , n).
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定理2. 半正定 Hermite 方阵的等价条件

设 H 是 n 阶 Hermite 阵, 则以下等价:

(1). H ≥ 0 (x∗Hx ≥ 0, ∀x ∈ Cn).

(2). H 的特征值全非负.

(3). 存在半正定 Hermite 阵 H1, 使 H = H2
1 .

(4). 存在矩阵 P ∈ Cm×n, 使 H = P ∗P .

(5). H 的所有主子式非负.

(6). H 的所有 k 阶主子式之和非负 (k = 1, . . . , n).

定理3. 半正定 Hermite 阵的平方根

若 H 为半正定 Hermite 阵, 则存在唯一半正定 Hermite 阵 H1, 使得 H = H2
1 ,

记为 H1/2 或
√
H. 并且与方阵 H 可交换的 n 阶方阵 A 也和方阵 H1 可交换.
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定义 (酉相抵)

设 A 与 B 是 m× n 阶复矩阵, 如果存在 m 阶与 n 阶酉方阵 U1 与 U2, 使得
B = U1AU2, 则矩阵 A 与 B 称为酉相抵的.

注记

m× n 阶复矩阵之间的酉相抵关系显然满足自反性、对称性与传递性, 因
此它是 m× n 阶复矩阵之间的等价关系.

关于 m× n 阶复矩阵集合 Cm×n 在酉相抵下分类的两个基本问题是:

(1). 确定 m× n 阶复矩阵在酉相抵下的标准形;

(2). 确定 m× n 阶复矩阵在酉相抵下的全系不变量.

定义 (奇异值)

设 A 是 m× n 阶复矩阵, 则 n 阶方阵 A∗A(或 m 阶方阵 AA∗) 的非零特征值
的算术平方根称为矩阵 A 的奇异值.

陈洪佳 (USTC) 第八章: 酉空间 25 / 36



定理4. 复矩阵的奇异值分解

设 A ∈ Cm×n, rankA = r, µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µr > 0 为 A 的奇异值. 则存在 m
阶与 n 阶酉方阵 U1 与 U2, 使得

A = U1

(
D O
O O

)
U2,

其中 D = diag(µ1, . . . , µr). 并且奇异值是复矩阵在酉相抵下的全系不变量.

定理5. 复方阵的极分解

任意 n 阶复方阵 A 可分解为

A = H1U = UH2,

其中 H1, H2 为半正定 Hermite 阵, U 为酉方阵, 并且 H1, H2 由 A 唯一确定.
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定理6. Moore–Penrose广义逆的存在唯一性

任意 m× n 阶复矩阵 A 存在唯一的 Moore–Penrose 广义逆 A+, 也就是满
足如下方程的 n×m 阶矩阵 X:

AXA = A, XAX = X, (AX)∗ = AX, (XA)∗ = XA.

证明.

若 A = U1

(
D O
O O

)
U2, 设 Y = U2XU1 =

(
Y1 Y2

Y3 Y4

)
, 则(

D O
O O

)(
Y1 Y2

Y3 Y4

)(
D O
O O

)
=

(
D O
O O

)
=⇒ Y1 = D−1.

((
D O
O O

)(
D−1 Y2

Y3 Y4

))∗

=

(
D O
O O

)(
D−1 Y2

Y3 Y4

)
=⇒ Y2 = O.((

D−1 O
Y3 Y4

)(
D O
O O

))∗

=

(
D−1 O
Y3 Y4

)(
D O
O O

)
=⇒ Y3 = O.(

D−1 O
O Y4

)(
D O
O O

)(
D−1 O
O Y4

)
=

(
D−1 O
O Y4

)
=⇒ Y4 = O.
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例1. 正定 Hermite 阵的和

设 H1 > 0, H2 是 Hermite 阵, 则 H1 +H2 > 0 ⇐⇒ H−1
1 H2 特征值都 > −1.

证明.

首先证明存在可逆方阵 P 使得

H1 = P ∗P, H2 = P ∗ diag(µ1, . . . , µn)P,

则
H1 +H2 = P ∗ diag(1 + µ1, . . . , 1 + µn)P.

由于

H−1
1 H2 = P−1(P ∗)−1P ∗ diag(µ1, . . . , µn)P = P−1 diag(µ1, . . . , µn)P.

从而有

H1 +H2 > 0 ⇐⇒ diag(1 + µ1, . . . , 1 + µn) > 0 ⇐⇒ µi > −1.
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例2. 樊畿(Ky Fan) 与 O. Taussky

设 H1, H2 是 n 阶 Hermite 阵, H1 > 0, 且 H1H2 是 Hermite 阵, 则

H1H2 > 0 ⇐⇒ H2 > 0.

证明.

设可逆方阵 P 使得

H−1
1 = P ∗P, H2 = P ∗ diag(µ1, . . . , µn)P,

则
H1H2 = P−1 diag(µ1, . . . , µn)P.

再由正定 Hermite 阵的性质和正定的相合不变性即得.
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例3. Olga Taussky

设 A,B ∈ Rn×n, H = A+ iB > 0, 则 detA ≥ detH, 等号成立当且仅当 B = 0.

证明.

由 H 正定 Hermite, 立即有 A, B 分别为实对称和斜对称阵, 且 A > 0. 设可逆
方阵 Q 使 QAQT = In, 则 QBQT 为实斜对称阵, 故存在实正交方阵 O 使得

OQBQTOT = diag

((
0 b1

−b1 0

)
, . . . ,

(
0 bs

−bs 0

)
, 0, . . . , 0

)
≜ M.

令 P = (OQ)−1, 则 A = Q−1(QT )−1 = PPT , B = PMPT . 从而有

H = A+ iB = P diag

((
1 ib1

−ib1 1

)
, . . . ,

(
1 ibs

−ibs 1

)
, In−s

)
PT .

由于 H > 0, 因此 1− b2k > 0, 也就是 −1 < bk < 1. 计算得

detH = (detP )2
s∏

k=1

(1− b2k) ≤ (detP )2 = detA.

等号成立当且仅当 bk = 0, 1 ≤ k ≤ s, 也就是 B = 0.
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例4. 华罗庚不等式

设 A,B 是 n 阶复方阵, 若 In −A∗A > 0, 且 In −B∗B > 0, 则

| det(In −A∗B)|2 ≥ det(In −A∗A) · det(In −B∗B).

证明.

因为 (
In O

−A∗ In

)(
In B
A∗ In

)
=

(
In B
O In −A∗B

)
,

所以 det

(
In B
A∗ In

)
= det(In −A∗B). 同理有

det

(
In −A

−B∗ In

)
= det(In −B∗A) = det(In −A∗B).

从而

| det(In −A∗B)|2 =

∣∣∣∣In B
A∗ In

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ In −A
−B∗ In

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣In −BB∗ B −A
A∗ −B∗ In −A∗A

∣∣∣∣ .
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证明(续1).

由于(
In −(B −A)(In −A∗A)−1

O In

)(
In −BB∗ B −A
A∗ −B∗ In −A∗A

)

=

(
In −BB∗ − (B −A)(In −A∗A)−1(A∗ −B∗) O

A∗ −B∗ In −A∗A

)
.

讨论可得 In −BB∗ > 0, (A−B)(In −A∗A)−1(A∗ −B∗) ≥ 0.

证明(续2).

分解方阵(
In − BB∗ B − A

A∗ − B∗ In − A∗A

)
=

(
In − BB∗ O

O In − A∗A

)
+

(
O B − A

A∗ − B∗ O

)
= X + Y.

由于 φ
In−BB∗ (λ) = φ

In−B∗B
(λ), 立即有 In −BB∗ > 0. 从而有 X > 0, Y 是斜

Hermite 阵, 再将 X,Y 同时相合对角化即可.
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例5. Hermite 阵的秩不等式

设 H 为 Hermite 阵, 秩为 r, 则

r ≥ (trH)2

trH2
.

证明.

因为 H 是 Hermite 的, 所以存在酉方阵 U 使得

UHU∗ = diag(λ1, λ2, . . . , λr, 0, . . . , 0),

其中 λ1, λ2, . . . , λr 是 H 全部非零特征值. 由 Cauchy-Schwarz 不等式, 我们有

(λ1 · 1 + λ2 · 1 + · · ·+ λr · 1)2 ≤ (λ2
1 + · · ·+ λ2

r)(1 + 1 + · · ·+ 1) = r

r∑
i=1

λ2
i .

另一方面, 我们有

tr(H) =

r∑
i=1

λi, tr(H2) =

r∑
i=1

λ2
i .
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例6. Mitchell

A 相似于对角阵 ⇐⇒ 存在正定 Hermite 方阵 H 使得 HAH−1 是规范方阵.

证明.

充分性: 因为 HAH−1 是规范方阵, 所以存在酉方阵 U 使得

UHAH−1U∗ = diag(λ1, λ2, . . . , λn).

令 P = UH, 则 P 可逆, 并且

PAP−1 = diag(λ1, λ2, . . . , λn).

必要性: 设 A 相似于对角阵, 即存在可逆方阵 P 使得

PAP−1 = diag(λ1, λ2, . . . , λn).

由方阵极分解, 存在正定 Hermite 方阵 H 与酉方阵 U , 使 P = UH. 因此

HAH−1 = U∗ diag(λ1, λ2, . . . , λn)U

为规范方阵.
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例7.

设 S 为复对称方阵, 奇异值为 µ1, . . . , µr, 则存在酉方阵 U 使得

USUT = diag(µ1, . . . , µr, 0, . . . , 0).

证明.

由奇异值分解, 存在 n 阶酉方阵 U1, U2, 使得

S = U1 diag(µ1, . . . , µr, 0, . . . , 0)U2.

因为 S 是对称的, 所以有

U2U1 diag(µ1, . . . , µr, 0, . . . , 0) = diag(µ1, . . . , µr, 0, . . . , 0)(U2U1)
T .

由第2节例2, 存在 n 阶酉方阵 V , 使得 U2U1 = V 2, 并且

V diag(µ1, . . . , µr, 0, . . . , 0) = diag(µ1, . . . , µr, 0, . . . , 0)V
T .

令 U = V U∗
1 , 则

USUT =diag(µ1, . . . , µr, 0, . . . , 0).
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