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内积的定义与例子

定义

设 V 是 R上的线性空间. 若有映射 ( , ) : V × V −→ R, 满足
(1). (α, β) = (β, α);

(2). (α1 + α2, β) = (α1, β) + (α2, β);

(3). (λα, β) = λ(α, β);

(4). (α, α) ⩾ 0, 且等号成立⇐⇒ α = 0.

则称 (α, β)为 α与 β 的内积, 称 (V, (, ))为Euclid空间, 简称 V 为欧氏空间.

注.

(1). 双线性性:

(

n∑
i=1

λiαi,

m∑
j=1

µjβj) =

n∑
i=1

m∑
j=1

λiµj(αi, βj).

(2). (α, 0) = (0, α) = 0. 但是 (α, β) = 0 ≠⇒ α = 0或 β = 0.
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长度、夹角与垂直

设 (V, ( , ))为欧氏空间.

(1). ∀α, β ∈ V , 定义 α的长度(模, 范数)为 |α| =
√
(α, α).

(2). 定义 α与 β 的夹角为 ⟨α, β⟩ = arccos
(α, β)

|α||β|
.

(3). 若 (α, β) = 0, 则称 α与 β 相互正交(垂直), 记为 α⊥β.

注.

(1). 0与 α的夹角不定义.

(2). |α| = 0⇐⇒ α = 0.

(3). |α| = 1称为单位向量.

(4). ∀ 0 ̸= α ∈ V , α 7−→ α

|α|
, “单位化”.
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Rn标准内积

例1. 标准内积

(1). 取 V = Rn, ∀α =

a1...
an

, β =

b1...
bn

 ∈ Rn, 定义

(α, β) = αTβ = a1b1 + · · ·+ anbn

称为标准内积.

(2). 此时 |α| =
√
a21 + a22 + · · ·+ a2n.

(3). ⟨α, β⟩ = arccos
a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn√

a21 + a22 + · · ·+ a2n
√
b21 + b22 + · · ·+ b2n

.
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例2. R2新内积

取 V = R2. 定义 ( , ) : R2 × R2 −→ R((
x1
x2

)
,

(
y1
y2

))
7−→ x1y1 − x2y1 − x1y2 + 5x2y2.

则 (R2, ( , ))是欧氏空间.

例3. Rn新内积

取 V = Rn, 取定 n阶可逆方阵 A ∈Mn(R) = Rn×n, 定义

( , ) : Rn × Rn −→ R
(α, β) 7−→ αTATAβ = (Aα)T(Aβ)

则 (Rn, ( , ))是欧氏空间.

注.

当 n = 2 , 在例3中取 A =

(
1 −1
0 2

)
, 则立即得到 R2上例2的内积.
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例4. Frobenius内积

(1). V = Rm×n, A,B ∈ V , 定义 (A,B) := tr(ABT), 则 (V, ( , ))是欧氏空间.

(2). 对比上述内积和 Rm·n 上的标准内积.

例5.

设 V 是区间 [0, 1]上所有连续实函数构成的实线性空间, 定义

( , ) : V × V −→ R

(f(x), g(x)) 7−→
∫ 1

0

f(x)g(x)dx,

则 (V, ( , ))是欧氏空间.
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Gram阵

定义

取定 n维欧氏空间 V 和 V 中一组基 Γ = {α1, · · · , αn}, 记方阵 G = (gij)n×n,
其中 gij = (αi, αj). 称 G为 ( , )在 Γ下的度量矩阵, 也称为 Gram方阵.

注.

(1). 对 n维欧氏空间 V , 取定 V 中一组基 Γ, 则有集合上的双射:

V 上的内积 ←→ R上 n阶实对称正定矩阵.

(2). 设 Λ = {β1, · · · , βn}是 V 的另一组基, (β1 · · · βn) = (α1 · · · αn)P . 记

G̃ = (g̃ij)n×n为内积在基 Λ下的度量矩阵. 则有 G̃ = PTGP .

(3). 设 A, B ∈Mn(R). 若存在 n阶可逆实方阵 P 使得B = PTAP , 则称 A与
B相合.
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内积的性质

定理1 (Cauchy–Schwarz不等式)

对任意 α, β ∈ V :
|(α, β)| ≤ |α| · |β|.

等号成立当且仅当 α, β 线性相关.

三角不等式

|α+ β| ≤ |α|+ |β|.

勾股定理

α ⊥ β 当且仅当 |α+ β|2 = |α|2 + |β|2。

例6.

设 V 是欧氏空间, 则 α1, . . . , αn ∈ V 线性无关⇐⇒ G =
(
(αi, αj)

)
n×n
可逆.
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正交性与Gram-Schmidt正交化

定理2.

若欧氏空间 V 中向量组 Γ: α1, . . . , αs满足 αi ̸= 0, 且 αi ⊥ αj , 1 ⩽ i ̸= j ⩽ s,
则向量组Γ线性无关.

Gram-Schmidt正交化.

设 Γ: {α1, · · · , αn}为欧氏空间 V 的一组基. 取

β1 = α1, βk+1 = αk+1 −
k∑

i=1

(αk+1, βi)

(βi, βi)
, (1 ⩽ k < n).

则 β1, β2, · · · , βk+1 两两正交, 且

⟨β1, β2, · · · , βk+1⟩ = ⟨α1, α2, · · · , αk+1⟩.
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注.

(1). V 的任一组基 Γ = {α1, · · · , αn}
正交化−−−−−→正交基 Γ′ = {β1, · · · , βn}. 再进

行
单位化−−−−−→标准正交基 Γ′′ =

{
η1 =

β1
|β1|

, · · · , ηn =
βn
|βn|

}
.

(2). (η1 η2 · · · ηn) = (α1 α2 · · ·αn)P, P 是主对角元为正数的上三角阵.

(3). 任意度量阵 G可分解为G = PTP , 其中 P 是主对角元为正的上三角阵.

(4). n维欧氏空间中, 任意一个正交向量组都可以扩充成一组正交基.

(5). n维欧氏空间中, 任意一个单位正交向量组都可以扩充成一组标准正交基.

定理: 矩阵的 QR分解

设 A为 n阶可逆实方阵, 则有矩阵的分解

A = QR,

其中 Q为 n阶正交方阵, R为主对角元大于零的 n阶上三角阵, 且分解唯一.
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例7.

设 V 是 3维欧氏空间, 内积 ( , )在 V 的基 Γ: α1, α2, α3 下的度量矩阵为

G =

1 0 1

0 10 −2
1 −2 2


求 V 的一组标准正交基 (用 α1, α2, α3表示).

注.

度量矩阵对应关系为

G =

1 0 1

0 10 −2
1 −2 2

 =


(α1, α1) (α1, α2) (α1, α3)

(α2, α1) (α2, α2) (α2, α3)

(α3, α1) (α3, α2) (α3, α3)

 .

§7.1. 线性代数(B1)回顾 2025年12月 11 / 32



解1.

(1). 将 α1单位化，得 η1 =
α1

|α1|
=
α1

1
= α1.

(2). 令 β2 = α2 − (α2, η1)η1 = α2 − (α2, α1)α1 = α2, 再单位化得

η2 =
β2
|β2|

=
α2

|α2|
=

√
10

10
α2.

(3). 令

β3 = α3 − (α3, η1)η1 − (α3, η2)η2

= α3 − (α3, α1)α1 − (α3,

√
10

10
α2)

√
10

10
α2

= −α1 +
1

5
α2 + α3,

再单位化得 η3 =
β3
|β3|

= −
√
15

3
α1 +

√
15

15
α2 +

√
15

3
α3.

(4). {η1, η2, η3}为 V 的一组标准正交基.
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解2.

(1). 先正交化 β1 = α1, β2 = α2 −
(α2, β1)

(β1, β1)
β1 = α2 −

(α2, α1)

(α1, α1)
α1 = α2.

β3 = α3 −
(α3, β1)

(β1, β1)
β1 −

(α3, β2)

(β2, β2)
β2 = α3 −

(α3, α1)

(α1, α1)
α1 −

(α3, α2)

(α2, α2)
α2

= −α1 +
1

5
α2 + α3.

(2). 再单位化

η1 =
β1
|β1|

=
α1

|α1|
= α1, η2 =

β2
|β2|

=
α2

|α2|
=

√
10

10
α2,

η3 =
β3
|β3|

= −
√
15

3
α1 +

√
15

15
α2 +

√
15

3
α3.

(3). {η1, η2, η3}为 V 的一组标准正交基.
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例8.

设 α1 = (1, 1, 1, 2)T , α2 = (1, 2, 3,−3)T 为 R4中一个正交向量组. 求 R4中向量
α3, α4, 使得 {α1, α2, α3, α4}成为 R4中的一组正交基.

解1.

验算知 {α1, α2, e1, e2}为 R4一组基. 再将该组基做 Gram-Schmidt正交化即可.

解2.

α3满足

{
αT
1 α3 = 0

αT
2 α3 = 0

, α4满足


αT
1 α4 = 0

αT
2 α4 = 0

αT
3 α4 = 0

.

解3.

记 A =

(
αT
1

αT
2

)
, 解线性方程组 Ax = 0, 得基础解系 γ3, γ4, 并 Gram-Schmidt正

交化得 α3(= γ3), α4. 则 {α1, α2, α3, α4}是所求正交基.
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正交方阵

定义

设 O ∈Mn(R). 若 O满足 OTO = In, 则称 O为正交矩阵.

注.

(1). 已知 {α1, . . . , αn}是 V 的标准正交基, (β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)O.
则{β1, . . . , βn}也是 V 的标准正交基⇐⇒ O是正交矩阵.

(2). ∀O ∈Mn(R), 设 O = (α1, α2, . . . , αn) =

β1...
βn

. 则 O为正交矩阵 =⇒

{
{α1, α2, . . . , αn}为 Rn 的一组标准正交基.

{β1, β2, . . . , βn}为 Rn 的一组标准正交基.

(3). In 为正交矩阵; A, B为 n阶正交矩阵 =⇒ AB也为 n阶正交矩阵; A为正
交矩阵 =⇒ A可逆, 且 A−1也为正交矩阵.
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例9.

设 {α1, α2, α3}是欧氏空间 V 的一组标准正交基, β1, β2, β3为 V 中向量组, 若

(α1, β1) = 2, (α1, β2) = −1, (α1, β3) = −3
(α2, β1) = 0, (α2, β2) = 1, (α2, β3) = 2,

(α3, β1) = 1, (α3, β2) = 2, (α3, β3) = 1.

则 β1, β2, β3是否线性相关?

注.

(1).

G =
(
(αi, βj)

)
=

2 −1 −3
0 1 2

1 2 1

⇝
2 −1 0

0 1 1

1 2 0

 .

(2). 事实上, 我们有

β1 = 2α1 + α3, β2 = −α1 + α2 + 2α3, β3 = −3α1 + 2α2 + α3.
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正交投影

(1). 设 V 是 n维欧氏空间, W 是 V 的子空间, 则任意 ξ ∈ V 有唯一分解
ξ = ξ̂ + β, 满足 ξ̂ ∈W , β ⊥W , 称PW (ξ) ≜ ξ̂为 ξ在W 上的正交投影,
并且PW ∈ L(V,W ).

(2). ξ̂为W 中最接近 ξ的点, 即有

|ξ − ξ̂| < |ξ − w|, (∀w ∈W, w ̸= ξ̂)

称 ξ̂为W 中向量对 ξ的最佳逼近.

(3). 若 {α1, . . . , αr}为W 的标准正交基, 则有

PW (ξ) =

r∑
i=1

(ξ, αi)αi.

(3). 应用：最小二乘法.

注.

ξ = ξ̂ + β ∈W ⊕W⊥.
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例9.

对于任意 f(x), g(x) ∈ R4[x], 定义

(f(x), g(x)) =
1

2

∫ 1

−1

f(x)g(x)dx

(1). 证明: ( , )为 R4[x]的内积.

(2). 将 R4[x]中的基 {1, x, x2, x3}进行 Gram-Schmidt标准正交化.

(3). 设W 为 R4[x]中由 x和 x2生成的线性子空间. 令 h(x) = 1 + x3. 求
k(x) ∈W , 使得长度 |h(x)− k(x)|最小.
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子空间的正交补

(1). 设 V 是欧氏空间, 则W 是 V 的线性子空间⇐⇒W 是 V 的欧氏子空间.

(2). 若 ∀α ∈ S1, β ∈ S2, 恒有 (α, β) = 0, 则称 S1 与 S2 正交, 记为 S1 ⊥ S2.
特别地, 若 S2 = {β}, 则有 S1 ⊥ S2⇐⇒ S1 ⊥ β.

(3). 记 S⊥
1 = {β ∈ V | S1 ⊥ β} = {β ∈ V | (α, β) = 0, ∀α ∈ S1}, 则 S⊥

1 是 V
的欧氏子空间.

注.

(1). W 是 V 的子空间 =⇒W⊥ 也是 V 的子空间. 进一步, S⊥
1 = ⟨S1⟩⊥.

(2). 设W = ⟨α1, · · · , αs⟩, 则 v ∈W⊥ ⇐⇒ v ⊥ αi, (1 ⩽ i ⩽ s).

(3). W 是 V 的子空间, 则
V =W ⊕W⊥,

W⊥称为W 在 V 中的正交补空间.

(4). W 的补空间存在, 但不一定唯一; 而W 的正交补空间存在, 且唯一.
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例11.

∀A,B ∈ Rm×n, 定义 (A,B) := tr(ABT), 则 Rm×n 是欧氏空间. 进一步有

(1). 基本矩阵 Eij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n构成 Rm×n 的一组标准正交基.

(2). 当m = n, 令W = {A ∈ Rn×n | AT = A}, 则W 在 Rn×n中的正交补空间
为 W⊥ = {A ∈ Rn×n | AT = −A}.

例12.

考虑 A ∈ Rm×n, A = (η1, η2, . . . , ηn) =

 ξ1
...
ξm

. 则

(1). C(AT) = ⟨ξT1 , ξT2 , · · · , ξTm⟩ ⊆ Rn.

(2). C(AT)⊥是 AX = 0的解空间, 也就是 C(AT)⊥ = VA.

(3). C(A) = ⟨η1, η2, · · · , ηn⟩ ⊆ Rm.

(4). C(A)⊥是 ATX = 0的解空间, 也就是 C(A)⊥ = VAT .
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欧氏空间的同构

定义

欧氏空间 (V1, ( , )1)与 (V2, ( , )2)称为同构的
定义⇐⇒存在双射 φ : V1 → V2, 满足

(1). φ(α+ β) = φ(α) + φ(β);

(2). φ(λα) = λφ(α);

(3). (φ(α), φ(β))2 = (α, β)1.

注.

(1). 设 φ : V1 −→ V2为线性空间的同构映射, 任取 V1的基 Γ, 则 φ(Γ)是 V2的
一组基.

(2). 记 G1为 ( , )1在 Γ下度量矩阵, G2为 ( , )2在 φ(Γ)下度量矩阵. 则
G1 = G2 ⇐⇒ (φ(α), φ(β))2 = (α, β)1, ∀α, β ∈ V1.

(3). 事实上有: φ ∈ L(V1, V2)为欧氏空间的同构映射 ⇐⇒ G1 = G2.
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例13.

(1). 设 V 是 n维欧氏空间, 任取 V 的一组标准正交基 {η1, η2, · · · , ηn}. 记欧氏
空间 Rn 自然的标准正交基为 {e1, · · · , en}, 其中 ei = (0, . . . , 1, . . . , 0)T. 令

φ : V −→ Rn

α =

n∑
i=1

aiηi 7−→
n∑

i=1

aiei,

则 φ是欧氏空间的同构映射.

(2). 另一方面, 设 V 是 n维实线性空间, ψ : Rn −→ V 是线性空间同构, 则
{η1 = ψ(e1), · · · , ηn = ψ(en)}为 V 的一组基. 对于

α =

n∑
i=1

aiηi, β =

n∑
i=1

biηi ∈ V,

定义 (α, β) ≜
n∑

i=1

aibi, 则 (V, ( , ))是欧氏空间, 且 ψ是欧氏空间同构.
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正交变换

设 V 是 n维欧氏空间, A ∈ L(V ), 则

A为正交变换
定义⇐⇒ (A (α),A (β)) = (α, β), ∀α, β ∈ V.

⇐⇒ |A (α)| = |α|,∀α ∈ V.

⇐⇒ A把标准正交基映为标准正交基.

⇐⇒ A在 V 的任意标准正交基下对应的矩阵为正交矩阵.

⇐⇒ A在 V 的某组标准正交基下对应的矩阵为正交矩阵.

注.

A 是 (V, ( , ))中的正交变换 =⇒ A 保持向量间的夹角. 反之未必！
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正交阵的性质

(1). A为正交矩阵 =⇒ A在 C上的 n个特征值都满足 |λ| = 1.

(2). 设正交矩阵 A在 C上的全部特征值为

cos θk ±
√
−1 sin θk, (1 ⩽ k ⩽ s), 1, (t重), −1, (n− 2s− t重),

则 A正交相似于 

A1

. . .

As

It

−In−2s−t


其中

Ak =

(
cos θk − sin θk

sin θk cos θk

)
.
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第一类、第二类正交变换

A 为正交变换⇐⇒ A 在标准正交基下的矩阵 A为正交矩阵.

(1). A 为第一类正交变换
定义⇐⇒ |A| = 1.

(2). A 为第二类正交变换
定义⇐⇒ |A| = −1.

正交相似

对于 n阶实方阵 A和 B, 若存在 n正交方阵 O使得 B = OAOT , 则称 A和 B
正交相似.

注.

由于 2阶正交矩阵的正交相似标准形为

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
或

(
1 0
0 −1

)
, 因此 R2

中的第一类正交变换只有旋转; 第二类正交变换只有反射.
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例14.

(1). 若 A为 3阶正交矩阵, 且 |A| = 1, 则 A的正交相似标准形可能为:

I3 (θ = 0),

−1 −1
1

 (θ = π),


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

 .

它们都是旋转变换.

(2). 若 A为 3阶正交矩阵, 且 |A| = −1, 则 A的正交相似标准形可能为:1
1

−1

 ,

−1 −1
−1

 ,


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 −1

 .
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镜面反射

n维线性空间 V 中任意一个 n− 1维的子空间称为一个超平面.

取定 0 ̸= α ∈ V , 定义

Sα : V −→ V

β 7−→ β − 2(β, α)

(α, α)
α,

称 Sα是关于超平面 ⟨α⟩⊥的镜面反射.

对任意 β, γ ∈ V , 有 (
Sα(β), Sα(γ)

)
=
(
β, γ

)
.
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镜面反射 Sα的性质

(1). Sα是第二类正交变换.

(2). 设 A 为 V 上正交变换, 且 dimVA (1) = n− 1, 则 A 为镜面反射.

(3). 设 A ∈ L(V ), 则 A 是镜面反射⇐⇒ A 在 V 的任意一个标准正交基下的
矩阵形如 In − 2δδT, 其中 δ是 Rn中单位向量.

(4). 设 β ̸= γ 是 V 中向量, 且 |β| = |γ|, 则存在镜面反射 Sα, 使得 Sα(β) = γ.

(5). 任意正交变换都可以分解成若干个镜面反射的复合.

注.

Sβ−γ(β) = β − 2(β, β − γ)
(β − γ, β − γ)

(β − γ)

= β − 2(β, β − γ)
2(β, β)− 2(β, γ)

(β − γ)

= β − (β − γ) = γ.
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对称变换

设 V 是 n维欧氏空间, A ∈ L(V ), 则

A为对称变换
定义⇐⇒ (A (α), β) = (α,A (β)), ∀α, β ∈ V.

⇐⇒ A在 V 的任意标准正交基下对应的矩阵为对称矩阵.

⇐⇒ A在 V 的某组标准正交基下对应的矩阵为对称矩阵.

实对称方阵的性质

(1). A为实对称方阵 =⇒ A有 n个实特征值.

(2). 设实对称方阵 A的全部特征值为λ1, λ2, . . . , λn, 则 A正交相似于对角阵
λ1

λ2
. . .

λn

 .
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例15.

设W 是 V的子空间, 则 V 在W 上的正交投影PW ∈ L(V )是对称变换.

事实上, 我们有(
PW (α), β

)
=
(
PW (α),PW (β)

)
=
(
α,PW (β)

)
.

例16.

镜面反射 Sα : V −→ V 既是第二类正交变换, 也是对称变换.

事实上, 由于正交变换 Sα 满足 S2
α = EV , 我们有(

Sα(β), γ
)
=
(
S2
α(β), Sα(γ)

)
=
(
β, Sα(γ)

)
.
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实对称方阵 A相似对角化

具体步骤

首先求 A的 n个实特征值 λ1, λ2, · · · , λn.

(1). 若 A有 n个不同的特征值, 求每个特征值分别对应的特征向量 α1, · · · , αn,

则 α1, α2, · · · , αn两两正交. 令 ηi =
αi

|αi|
, 则 ηi仍是 A的属于 λi的特征向

量, 且为单位向量. 从而 O = (η1, η2, · · · , ηn)为正交方阵, 并且有

O−1AO = diag(λ1, λ2, · · · , λn).

(2). 若 A有 t个不同的特征值 λ1, λ2, · · · , λt, (t < n). 则在每个特征子空间 Vλi

中取一组标准正交基 {αi1, αi2, · · · , αi,ki
}. 令

O = (α11, · · · , α1,k1
, α21, · · · , α2,k2

, · · · , αt1, · · · , αt,kt
),

则 O为正交矩阵, 并且有

O−1AO = diag(λ1Ik1
, λ2Ik2

, · · · , λtIkt
).
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反对称变换

设 V 是 n维欧氏空间, A ∈ L(V ), 则

A为反对称变换
定义⇐⇒ (A (α), β) = −(α,A (β)), ∀α, β ∈ V.

⇐⇒ A在 V 的任意标准正交基下对应的矩阵为反对称矩阵.

⇐⇒ A在 V 的某组标准正交基下对应的矩阵为反对称矩阵.

反对称实方阵的性质

(1). A为反对称实方阵 =⇒ A在 C中的特征值为 0或纯虚数.

(2). 反对称实方阵A全部特征值为±b1i, · · · ,±bsi, 0, · · · , 0, 则A正交相似于

0 b1

−b1 0
. . .

0 bs

−bs 0

On−2s


.
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