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数组空间的线性映射和线性变换

定义

考虑映射 φ : Fn −→ Fm. 下列条件等价

(1). φ保持线性运算: φ(λ1α1 + λ2α2) = λ1φ(α1) + λ2φ(α2).

(2). ∃A ∈ Fm×n, 使得φ = φA : α 7−→ Aα, 此时A =
(
φ(e1), φ(e2), . . . , φ(en)

)
.

满足以上等价条件的 φ称为 Fn到 Fm的线性映射. 记 L(Fn, Fm)为 Fn到
Fm 的所有线性映射组成的集合.

当m = n时, 称 φA 为 Fn 上的线性变换. 记 L(Fn)为 Fn 上所有线性变换
组成的集合.

注.

线性空间的同态映射和同构映射都是特殊的线性映射.
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性质

设 A ∈ L(Fn, Fm), 则

(1). A (0) = 0.

(2). A (−α) = −A (α).

(3). A 保持线性组合：

A (λ1α1 + · · ·+ λsαs) = λ1A (α1) + · · ·+ λsA (αs).

(4). 若α1, · · · ,αs在 Fn 中线性相关, 则A (α1), · · · ,A (αs)在 Fm中线性相关.

复合

设 A ∈ L(Fn, Fm), B ∈ L(Fm, Fl), 则B ◦A ∈ L(Fn, Fl).

注.

(1). 线性映射的合成 ⇐⇒ 矩阵的乘法.

(2). 一般地, AB ̸= BA, 因此A ◦B ̸= B ◦A ！
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线性映射的像与核

线性映射的像

Fm的子空间 ImA := {A (α) | α ∈ Fn}称为 A 的像, 也记为 A (Fn).

线性映射的核

Fn 的子空间 KerA := {α ∈ Fn | A (α) = 0}称为 A 的核, 也记为A −1(0).

性质

设 A ∈ L(Fn, Fm), 则

(1). A 是单射⇐⇒ KerA = 0. A 是满射⇐⇒ ImA = Fm.

(2). A 是同构⇐⇒ KerA = 0 并且 ImA = Fm.

秩与零度

设 A ∈ L(Fn, Fm), dim ImA 称为 A 的秩, dimKerA 称为 A 的零度.
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秩与零度的关系

设 A 对应左乘矩阵 A = (β1,β2, . . . ,βn), 则 KerA = VA,
ImA = ⟨β1, . . . ,βn⟩, 从而dimKerA + dim ImA = n = dimFn.

同态基本定理

存在线性空间同构 Fn/KerA ∼= ImA .

Fm×n与L(Fn, Fm)

在L(Fn, Fm)上可以定义加法和F数乘

(A + B)(α) := A (α) + B(α), (λA )(α) := λA (α).

则L(Fn, Fm)成为F上的线性空间.

上述对应给出了双射

Φ: Fm×n ←→ L(Fn, Fm).

事实上, Φ是F上线性空间的同构映射.
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方阵的特征值与特征向量

设 A ∈ Fn×n, 若存在 λ ∈ F以及非零向量 α ∈ Fn, 使得Aα = λα, 则称 λ为 A
的一个特征值, α为 A的属于特征值 λ的特征向量.

特征子空间

VA(λ) := {α ∈ Fn | Aα = λα} = {A的属于 λ的特征向量}∪{0}

是 Fn 的子空间, 称为 A的属于特征值 λ的特征子空间.

特征多项式

φA(λ) := |λIn −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a11 −a12 · · · −a1n
−a21 λ− a22 · · · −a2n
...

...
...

−an1 −an2 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
为 F上的 n次首一多

项式, 称为 A的特征多项式.
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求 A的特征值与特征向量的步骤

step 1. 求出 φA(λ) = |λIn −A|在 F中全部不相同的根 λ1, λ2, · · · , λs.

step 2. 对每个 λi, 解线性方程组 (λiIn −A)x = 0, 得解空间的一组基

{αi1, αi2, · · · ,αimi
}, 其中mi = n− rank(λiIn −A).

step 3. 矩阵 A的全部不相同的特征值为 λ1, λ2, · · · , λs.

step 4. 属于 λi的特征向量的通式为

k1αi1 + k2αi2 + · · ·+ kmi
αimi

, (k1, k2, · · · , kmi
∈ F,不全为零).

而 A的属于特征值 λi的特征子空间

VA(λi) = {k1αi1 + k2αi2 + · · ·+ kmiαimi | k1, k2, · · · , kmi ∈ F}.
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性质

设 A ∈ Cn×n, λ1, · · · , λn 为 A的 n个特征值 (有可能相同), 也就是

φA(λ) = |λIn −A| = (λ− λ1)(λ− λ2) · · · (λ− λn).

则

(1). tr(A) =
n∑

i=1

λi;

(2). det(A) = λ1λ2 · · ·λn.

特别地, A ∈ Cn×n可逆 ⇐⇒ A的 n个特征值都不为零.

注.

A ∈ Fn×n 可逆 ⇐⇒ φA(0) ̸= 0, 也就是零不是特征值.
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矩阵的相似

设 A, B ∈ Fn×n. 若存在F上的n阶可逆矩阵 P , 使得B = P−1AP , 则称A与 B

在数域F上相似, 记为 A
相似∼ B. 相似是方阵之间的等价关系.

性质

A
相似∼ B =⇒



∀多项式 f(x), f(A)
相似∼ f(B);

rank(A) = rank(B);

|A| = |B|;
tr(A) = tr(B);

φA(λ) = φB(λ).

注.

(1). 彼此相似的矩阵都具有的性质，称为相似不变量.

(2). 反之未必成立！

(3). 这些性质还不能用来判定两矩阵相似, 但可用来说明两矩阵不相似.
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相似于对角阵

性质

(1). 设 A ∈ Fn×n, λ1, · · · , λs是 A的互不相同的特征值, αi1,αi2, · · · ,αiti 是
A的属于 λi的线性无关的特征向量, 则向量组

α11, · · · ,α1t1 ,α21, · · · ,α2t2 , · · · ,αs1, · · · ,αsts

也线性无关.

(2). 设 A ∈ Fn×n, 则

A相似于对角阵 ⇐⇒ A有 n 个线性无关的特征向量

⇐⇒ dimVA(λ1) + dimVA(λ2) + · · ·+ dimVA(λs) = n

⇐⇒ Fn = VA(λ1)⊕ VA(λ2)⊕ · · · ⊕ VA(λs)

(3). 特别地, A ∈ Fn×n在 F 中有 n个不同特征值 =⇒ A在 F 上相似于对角阵.
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几何重数

设 A ∈ Fn×n, 则 dimVA(λi)称为 λi 的几何重数.

代数重数

设 A ∈ Fn×n, λi ∈ F, 若 φA(λ) = (λ− λi)
nigi(λ), gi(λ) ∈ F[λ], 且λ− λi ∤ gi(λ),

则ni 称为 λi 的代数重数.

性质

若λi是A的特征值, 则有 dimVA(λi) ⩽ ni, 即

几何重数 ⩽代数重数.

定理

A在数域F上可相似对角化⇐⇒ 在F上φA(λ) = (λ− λ1)
n1 · · · (λ− λs)

ns , 并
且dimVA(λi) = ni, ∀1 ⩽ i ⩽ s.
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求可逆矩阵 P , 使得 P−1AP 为对角阵的步骤

step 1. 求出 φA(λ) = |λIn −A|在 F中全部不相同的根 λ1, λ2, · · · , λs.

step 2. 对每个 λi, 解线性方程组 (λiIn −A)x = 0, 得解空间的一组基

{αi1, αi2, · · · ,αini}, 其中ni = n− rank(λiIn −A) = dimVA(λi).

step 3. 取 P = (α11,α12, . . .α1n1
, . . . ,αs1,αs2, . . . ,αsns

), 则有

P−1AP =



λ1

. . .

λ1

. . .

λs

. . .

λs


.
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相似于上 (下)三角阵

复方阵

设 λ1, · · · , λn 为复矩阵 A的全部特征值, 则

A
相似∼


λ1 ∗ · · · ∗

λ2 · · · ∗
. . .

...
λn

 ; A
相似∼


λ1

...
. . .

∗ · · · λn−1

∗ · · · ∗ λn

 .

数域F
若 A ∈ Fn×n, 则

A在 F 上相似于一个上 (下)三角阵 ⇐⇒ A在 F 中有 n个特征值.

应用

设 λ1, λ2, · · · , λn为方阵 A ∈ Fn×n的全部特征值, f(x)为多项式. 则 f(A)的全
部特征值为 f(λ1), f(λ2), · · · , f(λn). 特别的, det(f(A)) = f(λ1)f(λ2) · · · f(λn).
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一般线性空间上的线性映射与线性变换

定义

设 V, W 为 F上线性空间. 若映射 A : V −→W 满足

(1). A (α1 +α2) = A (α1) + A (α2),

(2). A (λα) = λA (α),

其中 α1,α2,α ∈ V , λ ∈ F, 则称 A 为 V 到W 的一个线性映射. 记 L(V,W )为
V 到W 的所有线性映射组成的集合.

当 V = W 时, 线性映射 A : V −→ V 称为 V 上的线性变换. 记 L(V )为 V
上所有线性变换组成的集合.

性质同 A ∈ L(Fn, Fm). 特别有

(3). A 保持线性组合：

A (λ1α1 + · · ·+ λsαs) = λ1A (α1) + · · ·+ λsA (αs).

(4). 若α1, · · · ,αs 在 Fn 中线性相关, 则A (α1), · · · ,A (αs)在 Fm 中线性相关.

陈洪佳 (中国科大) §5.1. 线性代数(B1)回顾 2025年11月3日 14 / 26



例1.

在 L(Fn, Fm)中, 取 A = O, 得 Φ(A) = O : Fn −→ Fm, α 7−→ 0 零映射.

在 L(Fn)中, 取 A = In, 得 Φ(A) = E : Fn −→ Fn, α 7−→ α 恒等变换.

在 L(Fn)中, λ ∈ F, 取 A = λIn, 得 Φ(A) : Fn −→ Fn, α 7−→ λα 数乘变换.

在 L(V, W )中, 有 O : V −→W , α 7−→ 0 零映射.

在 L(V )中, 有 E : V −→ V , α 7−→ α 恒等变换 (单位变换).

在 L(V )中, A : V −→ V , α 7−→ λα 数乘变换.
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例2: 嵌入映射

(1). 当 n < m时, 取 A =

(
In
O

)
, 得

Φ(A) = ι : Fn −→ Fm

x1

...
xn

 7−→


x1

.

.

.

xn

0

.

.

.

0

,

称 ι为 Fn到 Fm的嵌入.

(2). 若W是V的子空间, 有线性映射

inc : W ↪→ V

α 7−→ α,

为嵌入映射.
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例3: 投影映射

(1). 当 n > m时, 取 B = (Im,O), 得

Φ(B) = π : Fn −→ Fm

x1

...
xm

...
xn

 7−→
x1

...
xm



称 π为 Fn 在 Fm 上的投射(投影).

(2). 若W是V的子空间, 存在子空间 U , 使得W ⊕ U = V . 定义

π
U
: V = W ⊕ U −→W

α = α1 +α2 7−→ α1,

易证 π
U
∈ L(V, W ).
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例4.

考虑实空间 V = R[x], 则

A : f(x) 7−→ f(x+ 1)

B : f(x) 7−→ xf(x)

C : f(x) 7−→
∫ x

0

f(t)dt

D : f(x) 7−→ d

dx
f(x) = f ′(x)

都是 V 上的线性变换.

线性变换φA,B

取定方阵 A ∈ Fm×m, B ∈ Fn×n, 定义φ
A,B
∈ L(Fm×n):

φ
A,B

: Fm×n −→ Fm×n

X 7−→ AX −XB.
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线性映射与线性变换在基下的矩阵

线性映射的矩阵表示

设 dimV = n, 取定 V 的一组基 Γ = {α1,α2, · · · ,αn}; dimW = m, W 的基
Λ = {β1,β2, · · · ,βm}. 对任意线性映射 A ∈ L(V,W ), 若

A (αj) = a1jβ1 + a2jβ2 + · · ·+ amjβm,

则矩阵 A = (aij)m×n ∈ Fm×n 使得

A (α1,α2, · · · ,αn) =
(
A (α1),A (α2), · · · ,A (αn)

)

=(β1,β2, · · · ,βm)


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

 = (β1,β2, · · · ,βm)A

称 A 为线性映射 A 在 V 的基 Γ 和 W 的基 Λ 下的矩阵.
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同构

取定基 Γ 和 Λ, 映射 Φ : L(V,W ) −→ Fm×n, A 7−→ A 是 F 上线性空间同构.

坐标变换

对任意 ξ ∈ V , 设 ξ = (α1, · · · ,αn)

x1

...
xn

, 则

A (ξ) =
(
A (α1), · · · ,A (αn)

)x1

...
xn

 = (β1, · · · ,βm)A

x1

...
xn

 .

从而 A

x1

...
xn

 为 A (ξ) 在 W 的基 Λ 下的坐标.
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线性变换的矩阵表示

设 A ∈ L(V ), 取定 V 的基 Γ = {α1,α2, · · · ,αn}, 则存在方阵 A ∈ Fn×n 使得

A (α1, · · · ,αn) =
(
A (α1),A (α2), · · · ,A (αn)

)

=(α1,α2, · · · ,αn)


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

 = (α1, · · · ,αn)A

称 A 为线性变换 A 在 V 的基 Γ 下的矩阵.

同构

取定 V 的基 Γ, 映射 Φ : L(V ) −→ Fn×n, A 7−→ A 是 F 上线性空间同构.
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线性映射在不同基下的矩阵

设 A ∈ L(V,W ) 在 V 的基 {α1, . . . ,αn} 与 W 的基 {β1, . . . ,βm}下的矩阵和
V 的基 {α̃1, . . . , α̃n} 与 W 的基 {β̃1, . . . , β̃m} 下的矩阵分别为 A 与 B, 即

A (α1,α2, . . . ,αn) =(β1,β2, . . . ,βm)A,

A (α̃1, α̃2, . . . , α̃n) =(β̃1, β̃2, . . . , β̃m)B.

设基 {α1, . . . ,αn} 到基 {α̃1, . . . , α̃n} 的过渡矩阵为 Q, 基 {β1, . . . ,βm} 到
{β̃1, . . . , β̃m} 的过渡矩阵为 P , 即

(α̃1, α̃2, . . . , α̃n) =(α1,α2, . . . ,αn)Q, (β̃1, β̃2, . . . , β̃m) = (β1,β2, . . . ,βm)P.

则 Q 与 P 分别是 n 阶与 m 阶可逆方阵. 立即有

A (α̃1, . . . , α̃n) =A
(
(α1,α2, . . . ,αn)Q

)
= (A (α1),A (α2), . . . ,A (αn))Q

=(β1,β2, . . . ,βm)AQ = (β̃1, β̃2, . . . , β̃m)P−1AQ,

也就是 B = P−1AQ.
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相抵关系

线性映射在不同基下的矩阵是相抵的.

逆命题

若矩阵 A,B ∈ Fm×n 相抵, 即 ∃Q ∈ Fn×n, P ∈ Fm×m 可逆, 使得 B = PAQ.
V 和 W 分别是 F 上 n 维和 m 维线性空间, 希望找到 A ∈ L(V,W ) 使得 A,B
是 A 在不同基下的矩阵.

A 的构造

任取 V 的基 Γ = {α1,α2, · · · ,αn}, W 的基 Λ = {β1,β2, · · · ,βm}, 记

(γ1,γ2, . . . ,γn) = (β1,β2, . . . ,βm)A ∈W.

定义映射 A : V −→W 使得 A (
n∑

i=1

aiαi) =
n∑

i=1

aiγi. 则 A 是 V 到 W 的线

性映射, 并且 A 在基 Γ 和 Λ 下的矩阵为 A.

A (α1,α2, . . . ,αn) = (γ1,γ2, . . . ,γn) = (β1,β2, . . . ,βm)A.
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定理1

设 V 是数域 F 上 n 维线性空间, Γ = {α1,α2, · · · ,αn} 是 V 的基. 对 F 上任
意线性空间 W 以及 n 个向量 γ1,γ2, . . . ,γn, 存在唯一线性映射A ∈ L(V,W ),
使得 A (αj) = γj , j = 1, 2, . . . , n.

新的基

记

(α̃1, α̃2, . . . , α̃n) =(α1,α2, . . . ,αn)Q,

(β̃1, β̃2, . . . , β̃m) =(β1,β2, . . . ,βm)P−1.

由于 P,Q 可逆, 从而 Γ̃ = {α̃1, . . . , α̃n} 和 Λ̃ = {β̃1, . . . , β̃m} 分别是 V 和 W
的基, 并且有

A (α̃1, . . . , α̃n) =(A (α1),A (α2), . . . ,A (αn))Q = (β1,β2, . . . ,βm)AQ

=(β̃1, β̃2, . . . , β̃m)PAQ = (β̃1, β̃2, . . . , β̃m)B.
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相抵关系的几何意义
矩阵相抵的等价条件

主要定理

A
相抵∼ B ⇐⇒ A,B 是同一个线性映射 A : V −→W 在不同基下的矩阵.

相抵标准形

对任意线性映射 A ∈ L(V,W ), 存在 V 的基 Γ = {α1,α2, · · · ,αn} 和 W 的基
Λ = {β1,β2, · · · ,βm}, 使得 A 在 Γ 和 Λ 下的矩阵为:(

Ir O
O O

)
即 {

A(αi) = βi, 1 ≤ i ≤ r,

A(αj) = 0, r + 1 ≤ j ≤ n.
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线性变换在不同基下的矩阵: 相似关系

设 A ∈ L(V ) 在 V 的基 Γ = {α1, . . . ,αn} 和基 Γ̃ = {α̃1, . . . , α̃n} 下的方阵分
别为 A 与 B, 即

A (α1,α2, . . . ,αn) =(α1,α2, . . . ,αn)A,

A (α̃1, α̃2, . . . , α̃n) =(α̃1, α̃2, . . . , α̃n)B.

设 Γ 到 Γ̃ 的过渡矩阵为 P , 则有 B = P−1AP , 即 A
相似∼ B.

相似关系的几何意义

设 A,B ∈ Fn×n, V 是 F 上任意 n 维线性空间, 则:

A
相似∼ B ⇐⇒ 存在 A ∈ L(V ) 使得 A,B 是 A 在 V 的不同基下的矩阵.

相似标准形

复数域 C: Jordan标准形理论.

一般数域 F: 有理标准形理论.
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