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数组空间

定义

设 V 是一个非空集合, F 是一个数域. V 的元素称为向量, F 的元素称为纯量.
在 V 中定义向量加法, 即对任意α, β ∈ V , V 中有唯一的向量 α+ β 与之对应,
称 α+ β 为向量 α 与 β 的和;

V × V −→ V,

(α, β) 7−→ α+ β.

在 V 中还定义了纯量与向量的乘法, 即对任意纯量 λ ∈ F , 向量 α ∈ V , V 中有
唯一的向量 λα 与之对应, 向量 λα 称为纯量 λ 与向量 α 的积.

F× V −→ V,

(λ, α) 7−→ λα.

如果 V 的向量加法, 纯量与向量的乘法满足以下八条公理, 则称 V 是 F 上的线
性空间.
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八条公理

易验证运算满足八条运算律: ∀α, β, γ ∈ V , ∀λ, µ ∈ F
(A1) α+ β = β + α

(A2) (α+ β) + γ = α+ (β + γ)

(A3) ∃0 ∈ V , s.t. α+ 0 = α

(A4) ∃α′ ∈ V , s.t. α+ α′ = 0

(D1) λ(α+ β) = λα+ λβ

(D2) (λ+ µ)α = λα+ µα

(M1) λ(µα) = (λµ)α

(M2) 1α = α

其中 0, 称为零向量. α′ 称为 α的负向量, 记为 −α.
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向量组的线性相关与线性无关

设 α1, α2, · · · , αs ∈ V , λ1, · · · , λs ∈ F. 称 λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λsαs为
α1, α2, · · · , αs的一个线性组合 (或线性表示).

α1, α2, · · · , αs ∈ V 线性相关
def⇐⇒ ∃λ1, · · · , λs ∈ F 不全为零, 使

得λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λsαs = 0.

α1, α2, · · · , αs ∈ V 线性无关
def⇐⇒ 若λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λsαs = 0 则有

λ1 = λ2 = · · · = λs = 0.

α1, α2, · · · , αs线性无关
⇐⇒ “λ1α1 + · · ·+ λsαs = µ1α1 + · · ·+ µsαs ⇒ λi = µi, ∀1 ⩽ i ⩽ s”.
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注记

考虑线性方程组 (∗)



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b1

· · · · · · · · · · · ·

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

记 αj =

a1j
...

amj

, (j = 1, · · · , n); β =

 b1
...
bm

; 记 (∗)对应的齐次线性方程组

为 (∗∗). 则有
(∗∗)有非零解⇐⇒ α1, α2, · · · , αn 线性相关.

(∗∗)只有零解⇐⇒ α1, α2, · · · , αn 线性无关.

(∗)有多解⇐⇒ β 可由 α1, · · · , αn 线性表示, 且 α1, · · · , αn 线性相关.

(∗)有唯一解⇐⇒ β 可由 α1, · · · , αn线性表示, 且 α1, · · · , αn线性无关.
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相关性质

(1). α1线性相关⇐⇒ α1 = 0.

(2). 设 s ⩾ 2, 则: α1, α2, . . . , αs线性相关 ⇐⇒ ∃ 1 ⩽ i ⩽ s, s.t. αi是
α1, · · · , αi−1, αi+1, · · · , αs的线性组合.

(3). 设 s ⩾ 2, 则: α1, α2, . . . , αs线性相关 ⇐⇒ ∃ 1 ⩽ i ⩽ s, s.t. αi是
α1, · · · , αi−1的线性组合. 约定: 空集的线性组合是零向量.

(4). 若向量组 α1, · · · , αs线性无关, 而 α1, · · · , αs, β 线性相关, 则 β可以表示成
α1, · · · , αs的线性组合, 且表示唯一.

(5). 设 Γ : α1, α2, · · · , αs为一向量组.

1○ 若存在 Γ的一个部分组 Γ1, 使得 Γ1线性相关, 则 Γ也线性相关.

2○ 若 Γ线性无关, 则 Γ的任意部分组 Γ1也线性无关.

(6). 设 αi = (a1i, a2i, · · · , ati) ∈ Ft, βi = (a1i, a2i, · · · , ati, at+1,i, · · · , ani) ∈ Fn,
i = 1, 2, · · · , s. 则
1○ 若 α1, α2, · · · , αs线性无关，则 β1, β2, · · · , βs也线性无关.

2○ 若 β1, β2, · · · , βs线性相关，则 α1, α2, · · · , αs也线性相关.
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子空间

设W ⊆ V , 称W 为 V 的子空间
定义⇐⇒


W ̸= ∅,

β, β′ ∈ W ⇒ β + β′ ∈ W,

β ∈ W,µ ∈ F ⇒ µβ ∈ W.

生成子空间

任意取定 α1, α2, · · · , αk ∈ V , 则

W = {λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λkαk | λi ∈ F}

是 V 的子空间, 称为由 α1, · · · , αk 生成的子空间, 记作 ⟨α1, · · · , αk⟩ 或
V (α1, · · · , αk), 向量组 α1, α2, · · · , αk 称为W 的一组生成元.

任意取定 S ⊆ V ,

V (S) := {λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λkαk

∣∣ k ∈ Z>0, λi ∈ F, αi ∈ S}

是 V 的子空间, 称为由 S 生成的子空间.

陈洪佳 (中国科大) §1. 线性代数(B1)回顾 2025年9月28日 7 / 23



注记

考虑线性方程组 (∗)



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b1

· · · · · · · · · · · ·

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

记 αj =

a1j
...

amj

; β =

 b1
...
bm

; (∗)对应的齐次线性方程组为 (∗∗).

(1). 考虑 Fm 的子空间 ⟨α1, α2, · · · , αn⟩. 则(∗)有解⇐⇒ β ∈ ⟨α1, α2, · · · , αn⟩.

(2). 记 VA 为 (∗∗)的解集合, 则 VA 为 Fn 的子空间, 称为 (∗∗)的解空间.

(3). 记W 为 (∗)的解集合, 当 β ̸= 0时, W 不是 Fn 的子空间.
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极大线性无关组

设 Γ为一向量组, Γ′ 为 Γ的一个部分组. 若满足：

Γ′线性无关.

从 Γ中任意添加一个向量至 Γ′ , 所得的新的部分组都线性相关.

则称 Γ′ 为 Γ的一个极大线性无关组. 极大线性无关组一定存在, 但一般不唯一.

线性表示/线性组合

如果向量组 Γ2中每一个向量都可由向量组 Γ1中的向量线性表示, 则称 Γ2可由
Γ1线性表示 (或 Γ2是 Γ1的线性组合).

向量组等价

如果 Γ2和 Γ1可以相互线性表示, 则称 Γ2与 Γ1等价.

注记

向量组之间的等价关系是等价关系.
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注记

向量组 Γ2 : β1, β2, · · · , βt可由向量组 Γ1 : α1, α2, · · · , αs线性表示

⇐⇒ ∀ 1 ⩽ i ⩽ t, ∃


λ1i

λ2i

...
λsi

 ∈ Fs, s,t. βi = (α1, α2, · · · , αs)


λ1i

λ2i

...
λsi



⇐⇒ (β1, β2, · · · , βt) = (α1, α2, · · · , αs)


λ11 λ12 · · · λ1t

λ21 λ22 · · · λ2t

...
...

...

λs1 λs2 · · · λst

.

因此, Γ2可由 Γ1线性表示⇐⇒ ∃T ∈ Fs×t, s.t. (β1 · · · βt) = (α1 · · · αs)T .
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主要结论

向量组 Γ与它的极大线性无关组等价, 从而, Γ的任意两个极大线性无关组
等价.

β1, · · · , βt可由 α1, · · · , αs线性表示

t > s

}
⇒ β1, · · · , βt 线性相关.

β1, · · · , βt可由 α1, · · · , αs线性表示

β1, · · · , βt线性无关

}
⇒ t ⩽ s.

两个线性无关的等价向量组必含有相同个数的向量.

一个向量组的不同的极大线性无关组都含有相同个数的向量.
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向量组的秩

向量组 Γ的极大线性无关组所含向量的个数称为向量组 Γ的秩, 记作 rank(Γ),
或 rank(α1, α2, · · · , αs).

注记

(1). α1, α2, · · · , αs线性无关⇐⇒ rank(α1, α2, · · · , αs) = s,

α1, α2, · · · , αs线性相关⇐⇒ rank(α1, α2, · · · , αs) < s.

(2). α1, α2, · · · , αs可由 β1, β2, · · · , βt线性表示, 则

rank(α1, α2, · · · , αs) ⩽ rank(β1, β2, · · · , βt).

(3). α1, α2, · · · , αs与 β1, β2, · · · , βt等价, 则

rank(α1, α2, · · · , αs) = rank(β1, β2, · · · , βt).

陈洪佳 (中国科大) §1. 线性代数(B1)回顾 2025年9月28日 12 / 23



求向量组的极大线性无关组

方法1: 逐个排查

理论依据: 设 α1, α2, · · · , αs中, 每个 αi 都不是它前面向量的线性组合, 则
α1, α2, · · · , αs线性无关.

方法2: 初等行变换(仅对Fn中向量组)

第一步： 将 Γ: α1, α2, · · · , αm, 写成列向量形式, 记 A = (α1, α2, · · · , αm).

第二步： A
初等行变换−−−−−−→ B =



0 · · · 0 b1j1 ∗ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ∗
0 · · · · · · · · · · · · 0 b2j2 ∗ · · · · · · · · · · · · ∗

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 brjr ∗ · · · ∗
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0


,

其中 1 ⩽ j1 < j2 < · · · < jr ⩽ m, b1j1b2j2 · · · brjr ̸= 0.

结论： 则 αj1 , αj2 , · · · , αjr 为 Γ的一个极大线性无关组.
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方法2的理论依据

定理 5.3.1

设 α1, α2, · · · , αm ∈ Fn 为一组向量, A = (α1, · · · , αm) 是以 α1, · · · , αm 为列
构成的 n×m 矩阵, 将 A 经过初等行变换化为矩阵 B = (β1, β2, · · · , βm). 则

(1). α1, α2, · · · , αm 线性相关（无关）⇐⇒ β1, β2, · · · , βm 线性相关（无关）.

(2). αi1 , αi2 , · · · , αir 是 α1, α2, · · · , αm 的极大无关组 ⇐⇒ βi1 , βi2 , · · · , βir 是
β1, β2, · · · , βm 的极大无关组.
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基与维数

线性空间的基

线性空间 V 的一个极大线性无关组称为 V 的一组基.

注记

向量组{α1, α2, · · · , αr}是 V 的一组基
def⇐⇒

{
⟨α1, α2, · · · , αr⟩ = V ;

α1, α2, · · · , αr 线性无关.

⇐⇒任意 V 中向量 β 可唯一表示成

α1, α2, · · · , αr 的线性组合

β = λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λrαr.

坐标与维数

此时, 称 (λ1, λ2, · · · , λr)为 β 在基 {α1, α2, · · · , αr}下的坐标.

称 V 的维数为 r, 记为 dim(V ) = r.
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注记

(1). {α1, α2, · · · , αr}为 V 的一组基 ⇐⇒ ∀β ∈ V , ∃!


λ1

λ2

...
λr

 ∈ Fr, s.t.

β = (α1, α2, · · · , αr)


λ1

λ2

...
λr

 .

(2). 规定零子空间 0 = {0}的基为 ∅, dim{0} = 0.

(3). 若已知 dimV = r, 则 V 中任意 r个线性无关的向量组都是 V 的一组基. 特
别的, dim(Fn) = n.

(4). 注意 V 中向量做成的向量组 Γ与 V 的子空间W 的区别.

(5). 注意极大线性无关组与基的区别.
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与矩阵 A相关的子空间

记号

A = (aij)m×n = (α1, α2, · · · , αn) =

β1

...
βm

.

记向量组 Γ1 : α1, α2, · · · , αn; 向量组Γ2 : β1, β2, · · · , βm.

列空间和列秩

称 V (Γ1) = ⟨α1, α2, · · · , αn⟩ ⊆ Fm为 A的列空间, 记为 C(A).

Γ1的极大线性无关组是 C(A)的一组基.

rank(Γ1) = dimC(A). 称 rank(Γ1)为 A的列秩.

行空间和行秩

称 V (Γ2) = ⟨β1, β2, · · · , βm⟩ ⊆ Fn 为 A的行空间, 记为 R(A), (或 C(AT)).

Γ2的极大无关组是 R(A)的一组基, 称 rank(Γ2) = dimR(A)为 A的行秩.
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定理

任何矩阵的行秩等于它的列秩, 等于该矩阵的秩.

证明

证明依赖于：

初等变换不改变矩阵的列秩.

初等变换不改变矩阵的行秩.

初等变换不改变矩阵的秩.

行秩不变性： 交换两行、某行乘以非零常数、某行加上另一行的倍数都得
到等价的行向量, 故不改变行秩.

列秩不变性：由定理 5.3.1 直接得到.

秩不变性：由第四章定理 4.4.3 可得.

相抵标准形

(
Ir O

O O

)
的行秩=列秩=秩.
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例子

设 A =


1 0 3 1 2
−1 3 0 −1 1
2 1 7 2 5
4 2 14 0 6

 = (α1, α2, α3, α4, α5) =


β1

β2

β3

β4

.

(1). 分别写出 α1, α2, α3, α4, α5和 β1, β2, β3, β4的一个极大线性无关组.

(2). 分别写出 C(A)和 R(A)的一组基.

(3). 以 A为系数矩阵的齐次线性方程组的解空间称为 A的零空间, 记为 VA, 探
索 VA 与 C(A)的关系.
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基与坐标

设 V 是 r维线性空间, B1 : α1, α2, · · · , αr 和 B2 : β1, β2, · · · , βr 是 V 的两组基.
设 η ∈ V 在基B1和B2下的坐标分别为 (x1, x2, · · · , xr)

T和 (y1, y2, · · · , yr)T .

基变换公式

存在可逆方阵 T ∈ Fr×r, 使得 (β1, β2, · · · , βr) = (α1, α2, · · · , αr)T (基变换公
式), 矩阵 T 称为由基 {α1, α2, · · · , αr}到基 {β1, β2, · · · , βr}的过渡矩阵.

坐标变换公式

η = (α1, α2, · · · , αr)

x1

...
xr

 = (β1, β2, · · · , βr)

y1
...
yr

 = (α1, α2, · · · , αr)T

y1
...
yr



=⇒

x1

...
xr

 = T

y1
...
yr

,

y1
...
yr

 = T−1

x1

...
xr

 称为坐标变换公式.
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定理

设 V 是 r维线性空间, {α1, α2, · · · , αr}是 V 的一组基, β1, β2, · · · , βr 是 V 中
向量, 且有 (β1, β2, · · · , βr) = (α1, α2, · · · , αr)T , 则

{β1, β2, · · · , βr}也是 V 的基⇐⇒ T 可逆.

注记

(1). 事实上, 有等式
rank(β1, β2, · · · , βr) = rank(T ).

(2). 进一步, 设 α1, α2, · · · , αr 是 V 中一组线性无关的向量, β1, β2, · · · , βt是 V
中向量, 且有 (β1, β2 · · · βt) = (α1 α2 · · · αr)T , 则同样有

rank(β1, β2, · · · , βt) = rank(T ).
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基扩充！

定理

设W 是 n维线性空间 V 的m维子空间, {α1, · · · , αm}是W 的一组基. 则存在
V 中向量 αm+1, · · · , αn, 使得 {α1, · · · , αm, αm+1, · · · , αn}为 V 的一组基.

注记

(1). 称 α1, · · · , αm, αm+1, · · · , αn为 α1, · · · , αm的扩充基.

(2). 实际操作时, 如何寻找扩充基？

(3). 反之未必！

定理

设线性空间 U ⊆ V , 且满足 dimU = dimV < +∞, 则 U = V .

陈洪佳 (中国科大) §1. 线性代数(B1)回顾 2025年9月28日 22 / 23



Steinitz替换定理

设向量 α1, α2, · · · , αs线性无关，并且可以由向量 β1, β2, · · · , βt线性表示, 则有
s ≤ t. 并且可以用向量 α1, · · · , αs替换向量 β1, · · · , βt 中某·s个向量, 不妨设为
β1, · · · , βs使得向量组 α1, · · · , αs, βs+1, · · · , βt与向量组 β1, · · · , βt等价．

后续内容预告

线性空间的同构

子空间运算

线性空间的直和

商空间
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