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矩阵的定义

由 m× n 个数(元素)排成的 m 行 n 列的表

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

 = (aij)m×n

称为一个 m× n 的矩阵.

aij称为A的第(i, j)-元素

当aij ∈ F时, 称A为F上的矩阵（如实矩阵, 复矩阵）

A = (aij)m×n与B = (bij)k×l相等 ⇐⇒

{
m = k 且 n = l

aij = bij (∀i, j)
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特殊矩阵

行向量

1× n 矩阵

(a1, a2, · · · , an),

也被称为n维行向量.

列向量

n× 1 矩阵


a1
a2
...
an

, 也被称为n维列向量.

方阵

m = n 时称为 n 阶方阵

对角阵

A =


a1

a2
. . .

an

 = diag(a1, a2, · · · , an)
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单位矩阵

In ≜


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

称为n阶单位阵.

数量矩阵

cIn ≜


c 0 · · · 0
0 c · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · c

称为纯量阵或数量阵.

对称矩阵和反对称矩阵

对称矩阵: A = (aij)n×n 满足 aij = aji (∀1 ≤ i, j ≤ n)

反对称矩阵: A = (aij)n×n 满足 aij = −aji (∀1 ≤ i, j ≤ n)
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上三角矩阵

m ≥ n 时,



a11 ∗ ∗ · · · ∗
0 a22 ∗ · · · ∗
...

. . .
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . ∗

...
...

. . .
. . . ann

...
...

. . .
. . . 0

...
...

. . .
. . .

...
0 · · · · · · · · · 0



m ≤ n时,



a11 ∗ · · · · · · · · · · · · · · · ∗

0 a22 ∗ · · · · · · · · · · · ·
...

0 0
. . .

. . . · · · · · · · · ·
...

...
...

. . .
. . .

. . . · · · · · ·
...

0 0 · · · 0 amm ∗ · · · ∗


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下三角阵

m ≥ n 时,



a11 0 0 · · · 0
∗ a22 0 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0

...
...

. . .
. . . ann

...
...

. . .
. . . ∗

...
...

. . .
. . .

...
∗ · · · · · · · · · ∗



m ≤ n时,



a11 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0

∗ a22
. . . · · · · · · · · · · · ·

...

∗ ∗
. . .

. . . · · · · · · · · ·
...

...
...

. . .
. . .

. . . · · · · · ·
...

∗ ∗ · · · ∗ amm 0 · · · 0


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矩阵运算: 加法

矩阵加法的定义

设 A = (aij)m×n, B = (bij)m×n，则

A+B ≜


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n
a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n

...
...

. . .
...

am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn



矩阵加法性质

矩阵加法满足以下性质：

(A1) 交换律: A+B = B +A

(A2) 结合律: (A+B) + C = A+ (B + C)

(A3) 零元存在: ∃O, s.t. A+O = A

(A4) 负元存在: ∃ −A, s.t. A+ (−A) = O
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注:

(1) O ≜


0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0


m×n

——零矩阵

(2) −A ≜


−a11 −a12 · · · −a1n

−a21 −a22 · · · −a2n

...
...

. . .
...

−am1 −am2 · · · −amn

 ——A 的负矩阵

(3) 定义减法：A−B ≜ A+ (−B) = (aij − bij)m×n
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矩阵运算: 数乘

定义

λA = λ


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

 ≜


λa11 λa12 · · · λa1n

λa21 λa22 · · · λa2n

...
...

. . .
...

λam1 λam2 · · · λamn



数乘性质

数乘满足以下性质：

(D1) λ(A+B) = λA+ λB

(D2) (λ+ µ)A = λA+ µA

(M1) λ(µA) = (λµ)A

(M2) 1A = A
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矩阵乘法

矩阵乘法定义

AB =

(
n∑

k=1

aikbkj

)
m×s

基本矩阵Ekl

Ekl ≜ (δikδjl)m×n, 则有 A = (aij)m×n =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijEij .

理解EijA和AEij

理解矩阵乘法的四个角度

从元素的角度

从列的角度

从行的角度

从矩阵的角度
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矩阵乘法性质

矩阵乘法满足：

(1) (AB)C = A(BC)

(2) IA = AI = A

(3) (A+B)C = AC +BC

(4) A(B + C) = AB +AC

(5) λ(AB) = (λA)B = A(λB)

注

(1) 一般地, AB ̸= BA！

与任意 n 阶方阵都相乘可换的方阵一定是数量矩阵 cIn.

设 A = diag(a1, a2, · · · , an)，且 a1, a2, · · · , an 两两不等. 则与 A 相乘可换的一
定是对角阵.

(2) CD = O⇏ C = O 或 D = O

(3) AC = BC ⇏ A = B
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矩阵幂与多项式

矩阵的幂

A0 ≜ In, A1 = A, Ak+1 ≜ AkA

矩阵多项式

对于多项式 f(x) = c0 + c1x+ . . .+ ctx
t

f(A) ≜ c0In + c1A+ . . .+ ctA
t

注

若多项式满足f(x)g(x) = h(x), 则f(A)g(A) = h(A). 但是, 一般来说

(A+B)(A−B) ̸= A2 −B2.
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特殊矩阵

幂零矩阵

存在正整数 k，使得 Ak = O

幂幺矩阵

存在正整数 k，使得 Ak = In

对合矩阵

满足 A2 = In

幂等矩阵

满足 A2 = A
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共轭、转置与迹

定义

对于矩阵 A = (aij)m×n

共轭矩阵：A = (aij)m×n

转置矩阵：AT = (aji)n×m

迹（方阵）：tr(A) = a11 + a22 + · · ·+ ann

共轭性质

(1) A = A

(2) A+B = A+B

(3) λA = λA

(4) AB = AB
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性质

转置性质

(1) (AT )T = A

(2) (A+B)T = AT +BT

(3) (λA)T = λAT

(4) (AB)T = BTAT

迹的基本性质

(1) tr(AT ) = tr(A)

(2) tr(A) = tr(A)

(3) tr(A+B) = tr(A) + tr(B)

(4) tr(λA) = λ tr(A)

(5) tr(AB) = tr(BA)
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可逆矩阵的定义—2025年9月17日

给定矩阵A ∈ Fm×n, 如果存在矩阵B ∈ Fn×m, 使得AB = Im, BA = In, 则
称A可逆, 记B = A−1.

注

如果A可逆, 则m = n, 并且逆唯一.

伴随方阵

A = (aij)n×n, Aij为元素aij的代数余子式, 定义n阶方阵A∗为

A∗ ≜


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

...
...

. . .
...

A1n A2n · · · Ann

 = (Aji)n×n,

称为方阵A的伴随方阵(adjoint matrix).
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结论

对任意方阵A有AA∗ = A∗A = detA · In.
方阵A可逆 ⇐⇒ det(A) ̸= 0.

若方阵A可逆, 则

A−1 =
1

det(A)
A∗.

性质

(A−1)−1 = A.

(AB)−1 = B−1A−1.

(AT )−1 = (A−1)T

注

给定矩阵A ∈ Fm×n.

如果存在矩阵B ∈ Fn×m, 使得AB = Im, 则称A右可逆.

如果存在矩阵B ∈ Fn×m, 使得BA = In,, 则称A左可逆.
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分块矩阵

分块矩阵加法


A11 · · · A1s

A21 · · · A2s

...
. . .

...
Ar1 · · · Ars

+


B11 · · · B1s

B21 · · · B2s

...
. . .

...
Br1 · · · Brs

 =


A11 +B11 · · · A1s +B1s

A21 +B21 · · · A2s +B2s

...
. . .

...

Ar1 +Br1 · · · Ars +Brs



数乘

λ


A11 A12 · · · A1s

A21 A22 · · · A2s

...
. . .

...
...

Ar1 Ar2 · · · Ars

 =


λA11 λA12 · · · λA1s

λA21 λA22 · · · λA2s

...
. . .

...
...

λAr1 λAr2 · · · λArs


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分块矩阵乘法

设 A = (aij)m×n, B = (bij)n×l. 将 A 和 B 做如下分块

A =

n1 n2 · · · ns


m1 A11 A12 · · · A1s

m2 A21 A22 · · · A2s

...
...

...
. . .

...

mr Ar1 Ar2 · · · Ars

, B =

l1 l2 · · · lt


n1 B11 B12 · · · B1t

n2 B21 B22 · · · B2t

...
...

...
. . .

...

ns Bs1 Bs2 · · · Bst

,

其中m1 +m2 + · · ·+mr = m, n1 + n2 + · · ·+ ns = n, l1 + l2 + · · ·+ lt = l. 则

AB = C =

l1 l2 · · · lt


m1 C11 C12 · · · C1t

m2 C21 C22 · · · C2t

...
...

...
. . .

...

mr Cr1 Cr2 · · · Crt

其中Cpq = Ap1B1q +Ap2B2q + · · ·+ApsBsq =
s∑

k=1

ApkBkq.
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准对角阵与交换性

(1) 形如 
A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · As

 = diag(A1, A2, · · · , As)

的分块方阵称为准对角阵, 其中Ai未必是方阵. 类似可定义准上(下)三角阵.

(2) 设 A = diag(a1In1 , a2In2 , · · · , asIns), 其中 a1, a2, · · · , as 两两不等, 则与 A
相乘可换的矩阵一定形如

B1

B2

. . .

Bs

 = diag(B1, B2, · · · , Bs)

其中 Bi 是 ni 阶方阵.
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转置

AT =


AT

11 AT
21 · · · AT

r1

AT
12 AT

22 · · · AT
r2

...
...

. . .
...

AT
1s AT

2s · · · AT
rs

 = (AT
ji)

共轭

A =


A11 A12 · · · A1s

A21 A22 · · · A2s

...
...

. . .
...

Ar1 Ar2 · · · Ars

 = (Aij)

迹

若r = s, 且Aii 全为方阵, 则

tr(A) = tr(A11) + tr(A22) + · · ·+ tr(Ass).
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矩阵的初等变换

矩阵的初等行列变换

交换A中两行（列）

用非零常数λ乘A的某一行（列）

将A的某一行（列）的λ倍加到A的另一行（列）

初等矩阵

对单位矩阵 In 进行一次初等变换得到的矩阵为初等矩阵. 初等矩阵共有三种形
式: Sij , Di(λ), Tij(λ).

结论

对 A ∈ Fm×n 做一次初等行（列）变换，相当于 A 左（右）乘上一个相应
的 m×m 初等矩阵（n× n 初等矩阵）.

用 Gauss消元法求解线性方程组也就是对增广矩阵进行初等行变换.
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交换矩阵

Sij =



1
. . .

0 · · · 1
...

. . .
...

1 · · · 0
. . .

1



缩放矩阵

Di(λ) =



1
. . .

λ
. . .

1

 (λ ̸= 0)
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消元矩阵

Tij(λ) =



1
. . .

1 · · · λ
. . .

...
1

. . .

1


, i < j.

初等方阵的逆

S−1
ij = Sij .

Di(λ)
−1 = Di(λ

−1).

Tij(λ)
−1 = Tij(−λ).
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分块矩阵初等变换

广义初等变换

对分块矩阵进行初等行（列）变换，称为广义初等变换.

广义初等矩阵换 (
Im O
O In

)
一次广义初等变换−−−−−−−−−−→(

O In
Im O

)
,

(
O Im
In O

)
,

(
P O
O In

)
,

(
Im O
O Q

)
,

(
Im O
X In

)
,

(
Im Y
O In

)
.

结论

对 M =

(
A B
C D

)
做一次广义初等行（列）变换，就相当于在 M 的左边（右

边）乘上相应的广义初等矩阵。
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LU分解

如果方阵A可以分解为两个方阵的乘积

A = L · U

其中L是一个n阶下三角方阵, 其主对角线上的元素都是1; U是一个n阶上三角矩
阵, 则称分解为A的LU分解.

定理

任意矩阵A ∈ Fm×n, 存在m阶可逆方阵P和n阶可逆方阵Q, 使得

PAQ =

(
Ir O
O O

)
, 其中非负整数r由A唯一决定.

结论

方阵A可逆当且仅当A可以分解为一系列(有限个)初等方阵的乘积.

对增广矩阵 (A | I) 做初等行变换：

(A | I) 行变换−−−−→ (I | A−1).
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矩阵相抵

定义

设A,B ∈ Fm×n, 如果存在一系列(有限个)初等变换将矩阵A化成矩阵B, 则称矩
阵A和B相抵.

定理

设A,B ∈ Fm×n, 则A,B相抵当且仅当存在m阶可逆方阵P和n阶可逆方阵Q使得

B = PAQ.

相抵是一种等价关系

(1) A与A相抵;

(2) 若A与B相抵, 则B与A相抵;

(3) 若A与B相抵, 且B与C相抵, 则A与C相抵.

所有m× n矩阵的全体依据相抵关系可分解为一些不相交的子集的并, 每个子集
称为一个相抵等价类.
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等价关系

定义

集合元素间满足自反性、对称性、传递性的关系称为等价关系, 等价关系
一般用∼表示.

对于集合A中元素a, 定义[a] ≜ {b ∈ A | b 与 a 等价}, 称为a所在的等价类.

[a] ∩ [b] =

{
[a] = [b], 如果 a ∼ b,

∅, 如果 a ̸∼ b.

基本问题

(1) 两个矩阵属于同一相抵等价类的条件是什么? 或者说,设A,B均为m× n矩
阵A与B相抵的充要条件是什么? (相抵不变量)

(2) 在每个相抵等价类中, 最简单的代表元具有怎样的形式? 也就是说,对每
个m× n矩阵,与它相抵的最简矩阵(相抵标准形)是什么?
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矩阵的秩与相抵

定义

设A ∈ Fm×n, 前述定理中的矩阵

(
Ir O
O O

)
称为A的相抵标准形. 整数r称为矩

阵A的秩, 记为rank(A) = r(A) = r. 若r = m, 则A称为是行满秩的; 若r = n,
则A称为是列满秩的. 特别地, 零矩阵的秩等干0.

定理

设A,B是同阶矩阵, 则A与B相抵当且仅当rank(A) = rank(B).

设A ∈ Fm×n, P,Q分别是m,n阶可逆方阵, 则rank(PAQ) = rank(A).

设A ∈ Fm×n, P,Q分别是m,n阶初等方阵, 若A的所有k阶子式都为零,
则PA与AQ的所有k阶子式也为零.

矩阵A的非零子式的最高阶数等于矩阵A的秩.
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定义

设矩阵A至少有一个r阶非零子式, 且A的所有r + 1阶子式都为零, 则称A的秩
为r. 即A的秩定义为A的非零子式的最高阶数.

性质

rank(AT ) = rank(A).

rank(AB) ≤ min(rank(A), rank(B)).

rank

(
A C
O B

)
≥ rank

(
A O
O B

)
= rank(A) + rank(B).

线性方程组Ax = b有解,当且仅当rank(A) = rank(J) = rank(A, b) = r.
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