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行列式的引入

十七世纪末

行列式最早用于求解线性方程组（日本：关孝和；德国：莱布尼茨）

二阶行列式 ∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc

三阶行列式 ∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = aei+ bfg + cdh− ceg − bdi− afh

几何意义

n = 2：面积

n = 3：体积
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行列式的定义

定义1（递归：按第一列展开）

det(A) =

n∑
i=1

(−1)i+1ai1Mi1 =

n∑
i=1

ai1Ai1

Mij：余子式（去掉第i行第j列的子矩阵行列式）

Aij = (−1)i+jMij：代数余子式

一行（列）Laplace展开定理

det(A) =

n∑
i=1

(−1)i+kaikMik =

n∑
i=1

aikAik

det(A) =

n∑
j=1

(−1)k+jakjMkj =

n∑
j=1

akjAkj
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行列式的性质

(1). 转置不变：det(A) = det(AT )

(2). 交换两行变负的

(3). 某行乘以λ：行列式乘以λ

(4). 某一行可加性：

det(α1, . . . , αi + βi, . . . , αn) = det(α1, . . . , αi, . . . , αn) + det(α1, . . . , βi, . . . , αn)

(5). 两行成比例 ⇒ det = 0

(6). 行倍加不变：

det(α1, . . . , αi + λαj , . . . , αj , . . . , αn) = det(α1, . . . , αi, . . . , αj , . . . , αn)

(7). 若 A, D 均是方阵, 则 det

(
A B
0 D

)
= det(A) det(D)

(8). 行列式是积性函数, 即 det(AB) = det(A) det(B)
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推论

Laplace展开定理

det(A) =

n∑
i=1

aijAij =

n∑
j=1

aijAij

Laplace展开定理+性质(5)

设 A = (aij)n×n, Aij 为 det(A) 中 aij 的代数余子式. 则

n∑
j=1

akjAij =

{
det(A), 当 k = i 时

0, 当 k ̸= i 时
,

n∑
i=1

aikAij =

{
det(A), 当 k = j 时

0, 当 k ̸= j 时

推论

设 A = (aij)n×n, A
∗ = (Aji)n×n 为 A 伴随方阵。则

AA∗ = A∗A = det(A) · In.
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n重反对称规范线性函数

定义2

行列式函数 det : Fn × · · · × Fn → F 为满足下列性质的唯一函数:

反对称性:

det(α1, · · · , αi, · · · , αj , · · · , αn) = − det(α1, · · · , αj , · · · , αi, · · · , αn).

n重线性性:

det(α1, · · · , λαi + µβi, · · · , αn) = λdet(α1, · · · , αi, · · · , αn) + µdet(· · · , βi, · · · , αn).

规范性:
det(e1, · · · , en) = det In = 1.

记αi (1 ⩽ i ⩽ n) 是 A = (aij)n×n的第i行行向量, 则 A的行列式定义为

det(A) ≜ det(α1, · · · , αn).
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行列式的完全展开式

定义3

设 Sn 为 1, · · · , n的所有排列组成的集合, τ(j1, · · · , jn) 表示排列 (j1, · · · , jn)
的逆序数. 则 A = (aij)n×n 的行列式即

det(A) =
∑

(j1,··· ,jn)∈Sn

(−1)τ(j1,··· ,jn)a1j1 · · · anjn .

定理

上述三种定义是等价的.

定义1 =⇒ 定义2 =⇒ 定义3 =⇒ 定义1.
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Cramer法则

考虑线性方程组 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b1

· · · · · · · · · · · ·

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

也就是
Ax = b

其中A = (aij)n×n. 若A的行列式∆ ̸= 0, 则上述方程组有唯一解

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, · · · , xn =

∆n

∆
,

其中∆i是将A的第i列替换为b后所得方阵的行列式.
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后续内容

多行（列）Laplace展开定理, 参见课堂笔记或教材P55 §2.3等.

行列式的计算, 参见课堂笔记以及教材P72 §2.5等.

反对称矩阵相关结果, 参见课堂笔记以及教材P66 习题8、P86 习题3等.

主角占有方阵行列式非零, 参见课堂笔记或教材P86 习题5.
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