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题目 1（20 分）判断正误（证明或者举反例证明你的结论）

(1) 连续函数可测

(2) 可积函数几乎处处有限

证明 (1) 正确，设 f : Rd → R 连续，对 ∀a ∈ R, {x ∈ Rd : f(x) < a} = f−1((−∞, a)) 是连续函数 f 在

开集 (−∞, a) 下的原像，故也是开集，从而 Lebesgue 可测，由 a ∈ R 的任意性知 f 可测

(2) 正确，下证 m({x : |f(x)| = +∞})测度为零，因为对 ∀N ∈ N∗，有 {x : |f(x)| = +∞} ⊆ {x : |f(x)| ≥
N}，由 Chebyshev 不等式知

m({x : |f(x)| = +∞}) ≤ m({x : |f(x)| > N}) ≤ 1

N
||f ||L1(Rd)

令 N → ∞ 即得 m({x : |f(x)| = +∞}) = 0，故可积函数几乎处处有限 □

题目 2（15 分）叙述 Fatou 引理并举例说明其中严格不等式的情况可能发生

证明 Fatou 引理：设 {fk}∞k=1 为可测集 E 上的非负可测函数列，则

ˆ
E

lim inf
k→∞

fkdm ≤ lim inf
k→∞

ˆ
E

fkdm

考虑 E = [0, 1], fk(x) = kχ[0, 1k ](x), f(x) ≡ 0，则 fk → f a.e x ∈ [0, 1]
´
E

lim inf
k→∞

fkdm =
´
[0,1]

fdm = 0

lim inf
k→∞

´
E
fkdm = 1

□

题目 3（20 分）计算

(1)

lim
n→∞

ˆ n

0

(
1− x

n

)n

e
x
2 dx

(2)

lim
n→∞

ˆ 1

0

1 + nx2

(1 + x2)n
dx
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证明 (1). 由于积分区间随 n 变化，我们将其看作 [0,+∞) 上的积分，定义

fn(x) =
(
1− x

n

)n

e
x
2 χ

[0,n](x)

下求 fn 的逐点极限，固定 x ∈ [0,+∞)，当 n 足够大时示性函数取 1，由数分知识有

lim
n→∞

fn(x) = e
x
2 lim

n→∞

(
1− x

n

)n

= e−
x
2

接下来寻找控制函数，利用 ex ≥ 1 + x 得

|fn(x)| =
∣∣∣(1− x

n

)n

e
x
2 χ

[0,n](x)
∣∣∣ ≤ e−

x
n ·n · e x

2 = e−
x
2

我们取控制函数 g(x) = e−
x
2 , x ∈ [0,+∞)，则由控制收敛定理得

lim
n→∞

ˆ n

0

(
1− x

n

)n

e
x
2 dx = lim

n→∞

ˆ
[0,+∞)

fndm =

ˆ
[0,+∞)

e−
x
2 dm = 2

(2). 设被积函数为 fn，使用注意力发现 (1 + x2)n = 1+ nx2 +
n∑

k=2

(
n
k

)
x2k ≥ 1 + nx2，即被积函数 ≤ 1，因

此可以使用有界收敛定理，接下来求逐点极限（这个大家自己求一下，这里给出答案）

lim
n→∞

fn(x) =

1, x = 0

0, x ∈ (0, 1]

def
= f(x)

所以由有界收敛定理知

lim
n→∞

ˆ 1

0

1 + nx2

(1 + x2)n
dx =

ˆ 1

0

fdm = 0

□

题目 4（15 分）设 f 是 Rn 到 Rn 的一一映射，且保持点集的外测度不变。证明：对于任何可测集

E ⊂ Rn，f(E) 可测

证明 本题我们用 Carathéodory 可测证明，可以先看第一次习题课讲义第 12 页

任取 A ⊂ Rn，由 f 是双射知

A = f(f−1(A)), A ∩ f(E) = f(f−1(A) ∩ E), A \ f(E) = f(f−1(A) \ E)

第三条不是很平凡大家可以自己验证一下；对可测集 E 使用 Carathéodory 条件，对集合 f−1(A) 有

m∗(f
−1(A)) = m∗(f

−1(A) ∩ E) +m∗(f−1(A) \ E)

又因为 f 保持点集的外测度不变，所以
m∗(A) = m∗(f(f−1(A))) = m∗(f−1(A))

m∗(A ∩ f(E)) = m∗(f(f−1(A) ∩ E)) = m∗(f−1(A) ∩ E)

m∗(A \ f(E)) = m∗(f(f−1(A) \ E)) = m∗(f−1(A) \ E)

2



23RAmid 解答 MATH3002.02

综上我们有
m∗(A) = m∗(f−1(A))

= m∗(f−1(A) ∩ E) +m∗(f−1(A) \ E)

= m∗(A ∩ f(E)) +m∗(A \ f(E))

由 A ⊂ Rn 的任意性知，f(E) 可测 □

题目 5（10 分）叙述并证明 Borel-Cantelli 引理

证明 作业题 □

题目 6（10 分）设 f, fn ∈ L1，n = 1, 2, · · · 满足 fn → f a.e.，并且

lim
n→∞

ˆ
Rn

|fn|dm =

ˆ
Rn

|f |dm

证明：对于任何可测集 E ⊂ Rn，

lim
n→∞

ˆ
E

|fn|dm =

ˆ
E

|f |dm

证明 首先在 E,Rn\E 上对 |fk| 使用 Fatou 引理有
ˆ
E

|f |dm ≤ lim inf
n→∞

ˆ
E

|fn|dm,

ˆ
Rn\E

|f |dm ≤ lim inf
n→∞

ˆ
Rn\E

|fn|dm

另一方面，由 lim sup
n→∞

(−an) = − lim inf
n→∞

an 得

lim sup
n→∞

ˆ
E

|fn|dm = lim sup
n→∞

(ˆ
Rn

|fn|dm−
ˆ
Rn\E

|fn|dm
)

= lim
n→∞

ˆ
Rn

|fn|dm− lim inf
n→∞

ˆ
Rn\E

|fn|dm

≤
ˆ
Rn

|f |dm−
ˆ
Rn\E

|f |dm =

ˆ
E

|f |dm

所以 ˆ
E

|f |dm ≤ lim inf
n→∞

ˆ
|f |dm ≤ lim sup

n→∞

ˆ
E

|fn|dm ≤
ˆ
E

|f |dm

即得证 □

题目 7（10 分）设 E ⊂ Rn 可测，m(E) < +∞，f 在 E 上非负可测。对于 ε > 0，定义

Ek(ε) := {x ∈ E : kε ≤ f(x) < (k + 1)ε}, k = 0, 1, 2, · · ·

A(ε) := ε
∞∑
k=0

km(Ek(ε))

证明： ˆ
E

fdm = lim
ε→0

A(ε)
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证明 定义

φε(x) = ε
∞∑
k=0

kχEk(ε)(x)

注意固定 x 时只属于某一个 Ek，则无穷级数是有限和，故 φε(x) 定义合理；对 ∀x ∈ E，若 x ∈ Ek(ε)，则

φε(x) = kε, φε(x) ≤ f(x) < φε(x) + ε

因此

0 ≤
ˆ
E

(f − φε)dm ≤
ˆ
E

εdm = εm(E)

由于 m(E) < +∞，所以当 ε → 0 时，εm(E) → 0 从而

lim
ε→0

ˆ
E

φεdm =

ˆ
E

fdm

另一方面，由逐项积分定理知

ˆ
E

φεdm =

ˆ
E

ε
∞∑
k=0

kχEk(ε)dm = ε
∞∑
k=0

k

ˆ
E

χ
Ek(ε)dm

= ε
∞∑
k=0

km(Ek(ε)) = A(ε)

因此 ˆ
E

fdm = lim
ε→0

A(ε)

□
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